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APRESENTACAO

Carissimos alunos,

A disciplina Matematica Basica | tem como objetivo possibilitar ao estudante uma reviséo
geral da matematica elementar do Ensino Médio. Para tanto, abordaremos estes conteudos,
dando-lhes um enfoque de nivel superior, buscando assim dar um embasamento para as
disciplinas posteriores, principalmente para as disciplinas de Calculo.

A disciplin20a esta estruturada em oito aulas. Ao final de cada aula, o aluno devera resolver
um conjunto de exercicios, como parte da sua avaliagao.

No desenvolvimento dos contelddos, procuramos seguir sempre uma ordem logica na
apresentacao de conceitos e propriedades de maior relevancia. Dessa maneira, pretendemos
criar condicdes de os proprios alunos avancarem de modo crescente na sua formagao na
area de matematica.

Na estruturacao dos exercicios, procuramos ordena-los atendendo ao critério de gradacao,
partindo de problemas mais simples até alcancar os que envolvem outros conteldos
ja estudados, de modo que o aluno tenha a oportunidade de revisar, pesquisar € superar
dificuldades também em outros conteudos.

Diante desse desafio, convido-os a viajar comigo por esse mundo apaixonante da matematica.

Bons estudos!!!

Prof. Fernando Luis
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AULA 1 Conjuntos

Ola aluno(a),

Nesta aula, vamos estudar os conjuntos e suas principais operacoes, tais como
inclus&o, unido, intersecdo, diferenca e complementar. E importante que voce,
professor de matematica, esteja bem atento a esses conceitos, pois toda linguagem
matematica atual pode ser expressa em uma linguagem de conjuntos. Além disso,
a ideia de conjuntos é também uma das mais fundamentais da matematica.

Ja que vamos tratar de conjuntos, ndo podemos deixar de falar de Georg Ferdinand
Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), matematico russo que se formou em Berlim,
na Alemanha, e obteve o grau de doutor em 1867 com uma tese sobre Teoria dos
NUmeros.

Georg Cantor desenvolveu suas pesquisas na area de analise matematica. Sua
atencéo foi voltada para o assunto com o qual tinha especial afinidade: a teoria
dos conjuntos infinitos. Ele mostrou que os reais R e os complexos C tém a
mesma poténcia e que esta € superior a dos enumeraveis. E mostrou ainda que a
escala do infinito nao tem limites. Devido a certos resultados a que chegou, Cantor
recebeu criticas de importantes matematicos da época.

Agora que ja sabemos um pouco mais sobre o pesquisador da teoria dos conjuntos,
vamos a nossa aula entao.

Objetivos

e Conhecer, interpretar e analisar os elementos de um conjunto
e Utilizar uma linguagem correta ao realizar as operag¢des envolvendo conjuntos

8 ‘ Matematica Basica |




TGPICU -l Descrigao de conjuntos

OBJETIVOS

. Conhecer os elementos de um conjunto

. Fazer uso de linguagem matemdtica correta nas
operagoes

. Conhecer e realizar operagdes com conjunto

este topico, estudaremos os conjuntos, seus tipos e propriedades.
Todos os assuntos abordados vocé ja estudou em sua formagao
béasica. Faremos entdo um aprofundamento desses conceitos e

dos teoremas por meio das demonstragdes dos resultados mais conhecidos.

1. CONJUNTOS

Ao estudarmos conjuntos, trés nogdes sao aceitas sem defini¢do, pois sio

consideradas nogdes ja dadas, por serem primitivas. Sao elas:

o Conjunto
. Elemento
o Pertinéncia entre Elemento e Conjunto A\

1.1 REPRESENTACAO DE UM CONJUNTO

Ao representarmos conjuntos, podemos

fazé-lo da seguinte maneira:

Usamos letras maitisculas para denominar

conjuntos e letras mindsculas para indicar os
De maneira Tabular, em que os elementos )
elementos de um conjunto.

sdo escritos entre chaves e separados por virgula.

EXEMPLOS:
. Conjunto das vogais A = {a, € i,0, u}
o Conjunto dos algarismos ardbicos B= {O, 1,2,3,--, 9}

‘ TOPICO 1 ‘




Também podemos representar em diagrama de Venn (figura abaixo).

A

Figura 1 — Exemplos de conjuntos representados pelo diagrama de Venn
Ou através de uma propriedade P, que descreve os seus elementos, isto ¢, A é
o conjunto de elementos x de tal forma que x tem a propriedade P. E denotaremos

por A={x|x tem a propriedade P}.

Exemplos:
. A= {x | x s30 os clubes da 1° divisdo do campeonato brasileiro 2008}
. B= {x | x é divisor inteiro de 4} = {— 1,1,—2,2,—4, 4}
ExeEmMPLOS:
\ o No conjunto dos meses do ano, o més de

maio é um elemento desse conjunto.

o No conjunto dos algarismos arédbicos, o

VOCE SABIA?

numero 5 é um elemento desse conjunto.
7

Usamos a relacdo de pertinéncia para relacionar
§ p p 1.2 Tiros pE CONJUNTO

elementos e conjuntos. Nesse caso, denotaremos . .
Podemos classificar os conjuntos da

por x € A (lé-se x pertence a A), se x for . )
seguinte maneira:

elemento de A, e denotaremos por X Z A (le-se . . .
a) Conjunto Unitdrio

X nao pertence a A) se x nao for elemento de A. i

E o conjunto que possui um tnico elemento.

L
ExempLOS:
A:{nEN|ndiVidel}:{l}
B={x€IR|2x—1=1}={1}
b) Conjunto Vazio

E o conjunto que nio possui elemento, e ¢ denotado por ¥ .

10
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ExeEmMpLOS:
A= {X | x = X} =

C={X/X>3ex<3}=kp

D= {x / x é impar e multiplo de 4} =

c¢) Conjunto Universo (U)

E o conjunto ao qual pertencem todos os elementos utilizados em um
determinado estudo.

Exemplo:

A ={xez|xédivisor de10} ={+1,£2,£5,£10}, onde Z (conjunto dos

numeros inteiros), nesse caso, representa o conjunto universo U .

1. 3 SuBcONJUNTOS

Conhecidos dois conjuntos A e B, dizemos que A ¢é subconjunto de B se todo
elemento de A é também elemento de B. Edenotaremospor: ACB < Vx €A =xE€B
(lé-se: A esta contido em B se, e somente se, para todo x pertencente a A implicar

que x pertence a B)

ExempLOS:

Dados os conjuntos A = {i, u} e B= {a, e i,0, u} .

Observe que os i e u sdo elementos do conjunto A e também sao elementos do
conjunto B. Portanto, A CB = {i, u} C {a, e i,0, u} .

Na geometria, se uma reta r esta contida no plano o, entdo r C o, pois os

elementos da reta sdo os pontos que estdo contidos no plano o .

1.3.1 PROPRIEDADES DA INCLUSAO

Sejam A e B dois conjuntos tais que todo
elemento de A é também elemento de B. Nesse
caso, diz-se que A é um subconjunto de B, ou
que A esta contido em B. Essa relagio ACB ¢
chamada de inclusao.

Ao estudarmos inclusio de conjuntos,

Na geometria, usamos letras maitsculas do nosso

duas inclusdes se revelam, de certa forma, alfabeto para indicar pontos, mintsculas do nosso
curiosas. Uma € que para todo conjunto A, vale alfabeto para indicar retas ou minusculas gregas
afirmar que ACA, o que ¢ 6bvio, pois todo para indicar planos.

elemento de A pertence ao conjunto A. A outra

€ que ¢ C A para qualquer conjunto A.

‘TOPICO1 ‘ 11
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ATENCAD!

Quando o conjunto A ndo é um subconjunto
do conjunto B, entdo A ndo esta contido em B, e
denotaremos por A ¢ B (I&-se A ndo esta contido

em B)

VOCE SABIA?

Se x for um elemento do conjunto A, entdo a
relagio X € A também pode ser escrita sob a

forma {a} C A . Porém, é incorreto escrevermos

acAe{aleAA

GUARDE BEM 1SS0!

A propriedade de inclusao é usada para relacionar
conjuntos e subconjuntos, e nao elementos e
conjuntos. Por exemplo, seja A o conjunto dos
numeros pares. Entdo sdo validas as afirmativas
4eA e {4} CA, porém é errado escrever
4cAec{4}eA.

‘ Matematica Basica |

A relagio de inclusio goza de trés
propriedades fundamentais.
Dados A, B e C conjuntos quaisquer,

temos:

1. Reflexividade: A CA;

ii.  Anti-simétrica: ACB e BCA A=3B;
ili. Transitividade: ACB e BCC=ACC,

Provaremos aqui a segunda propriedade.
As demais sdo deixadas como exercicio para

VOCE.
iv.  Anti-simétrica: ACBe BCAS A=B;

Das proposigoes
ACB<& (Vx){x€A=x€B} e
BCA& (Vx){x€EB=x€A} implica

a igualdade de conjuntos, ou  seja,

(Vx){x €A & x€B} & A=B, logo a prova estd

concluida. Portanto: ACBe BCA A=B.

1.3.2 CoNnJUNTO DAS PARTES
Dado um conjunto A, chama-se conjunto
das partes de A aquele formado por todos

os subconjuntos de A. E denotaremos por:
p(A)={x/xcA}

ExEmpLOS:

1) Se A={1,2}, os elementos de
p(a)={e {1}.{2} . {1.2}}.

Veja que o conjunto A possui dois
elementos e o conjunto das partes de A (p(A))

possui quatro elementos.



2)Se B= {a, b, c} , 0s elementos de KJ(B) sdo:

©(B)= {kp, {a}, {b}.{c} {a, b}, {a,c},{b.c}.{a b, c}}

Observe que o conjunto ©(B) possui 8 elementos enquanto o conjunto B
possui 3 elementos.

Conclusao:

No exemplo 1, o conjunto A possui dois elementos e conjunto ©(A) possui
4 elementos (4 =2’ ) . Ja para o segundo exemplo, o conjunto B possui 3 elementos,
enquanto o conjunto ©(B) possui 8 elementos (8 = 2*) . Portanto, podemos concluir
que, se um conjunto X possui n elementos, o conjunto das partes de X, p(X) possui

2" elementos.

1.4 Un1Ao pE CONJUNTOS

Dados dois conjuntos A e B, chama-se o conjunto unido AUB o conjunto
formado por todos os elementos de A mais os elementos de B, sem repeticao. Ou
seja, sdo todos os elementos que pertencem ao conjunto A ou ao conjunto B. E
denotaremos por: A UB= {x [x€A ouxe B}

Exemplo:

Dados os conjuntos Az{l, 2} e B={2, 3, 4}, entdo o conjunto unido é
AUB={1,2,3,4}

1.4.1 ProPRIEDADES DA UNIAO

Dados quaisquer conjuntos A, B e C, entdo a unido de conjuntos goza das
seguintes propriedades:

i Idempotente: AUA=A;

ii. Elemento neutro: AUp=A;

iii.  Comutativa: AUB=BUA;

iv.  Associativa: (AUB)UC=AU(BUC):

V. BCASAUB=A

Vvi. AUU=TU

Provaremos aqui a terceira propriedade. As demais sdo deixadas como

exercicio para vocé.
Seja A= {x | p(x)} e B= {X | q(x)} onde p e q sdo proposi¢des quaisquer,

entio AUB={x|p(x) ou q(x)} e BUA={x|q(x) ou p(x)}=AUB.

Portanto, a demonstragao esta concluida e temos que AUB=BUA. .

AULA1

TOPICO 1
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1.5 INTERSECAO DE CONJUNTOS
A intersecgdo de dois conjuntos A e B é o conjunto AN B, formado por todos
os elementos que pertencem ao conjunto A e a B simultaneamente. E denotaremos

por: ANB={x|x €A ex€B}.

ExempLo:
Sejam os conjuntos A = {1, 2, 3} e B= {2, 4, 5} . O conjunto ANB = {2}.
Veja que o 2 € o tnico elemento que pertence ao conjunto A e ao conjunto B

simultaneamente.

1.5.1 PROPRIEDADES DA INTERSECAO
Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, entdo sdo validas as seguintes

propriedades:
i. Idempotente: ANA=A;
ii. Elemento neutro: ANU=A;
iii. Comutativa: ANB=BMNA;
iv.  Associativa: (ANB)NC=AN(BNC);
V. BCA< ANB=B

vi.  Se A e Bsdo disjuntos ANB=1.

Provaremos aqui a terceira propriedade. As demais sdo deixadas como

exercicio.
Seja. A={x/p(x)} e B={x/q(x)}, onde p e q sdo proposicdes
quaisquer, entdo se x€(ANB)={x/p(x) e q(x)} e

se x€(BNA)={x/q(x) e p(x)} as implicagdes acima sio verdadeiras Vx,

portanto: ANB=BNA.

1.6 Di1FERENCA DE CONJUNTOS

A diferenga de dois conjuntos A e B

ATENGAO!

¢ o conjunto formado pelos elementos de A

Em geral, a propriedade comutativa nao que nao pertencem a B. E denotaremos por
se aplica a diferenca de conjuntos, isto ¢, A—B= {X |x€EAex¢ B} .

A_BIB_ASG A—BZB—A,entio Exemplos:

A=B. 1) Dados os conjuntos A= {a, b, C}

. C B:{b,c,d,e}, o conjunto diferenca ¢

‘ Matematica Basica |




A—B= {a} , pois o elemento a é o Gnico elemento que pertence A e ndo pertence

B.
2)Dados A = {1, 2,3, 4} e B= {2, 3,5, 6} , 0 conjunto A—B= {1, 4} , pois os

elementos 1 e 4 pertencem ao conjunto A e nao pertencem a B.

1.7 ConyuNTO COMPLEMENTAR
Dados dois conjuntos quaisquer A e B, tais que BC A, o complementar de B
em relagao a A € o conjunto dos elementos de A que nado pertencem a B.
Denotaremos por:
C: (lé-se complementar de B em relagdo a A).

Ci =A-B={x|x€Aex¢B}<BCA

ExEmMPLOS:
1) Dados os conjuntos A={1,2,3,4,5} ¢ B={3,4,5}, entdo C} ={1,2},
pois os elementos 1, 2 pertencem ao conjunto A e ndo pertencem a B.
2) Dados A:{a,b,c} e B=¢, entio C} :A:{a,b,c}.
Observe que nestes dois exemplos, o conjunto B esta contido em A (BC A).
Exercicio Resolvido:

1) Dado o conjunto A = {1, {1}, ¢, {tp}} , considere as afirmativas:

i, pEA
ii. {p}eA

iii. {p}CA 1

Identifique as afirmativas verdadeiras e e SAIBA MAIS!

justifique a resposta.

Um bom professor estd sempre pesquisando e

Sorucio: buscandonovas descobertas. Pesquise mais sobre

As afirmativas (i) e (ii) sdo verdadeiras, conjuntos em livros e em alguns sites. Procure
pois tanto ¥ como {¢} sio elementos do estudar também as propriedades que relacionam
conjunto A, logo relacionamos elementos e a unido com a intersegdo, pois elas serdo de
conjuntos com o simbolo de pertence (€). muita utilidade em disciplinas posteriores. Se

A afirmativa (iii) também ¢ verdadeira, pois {¢} preferir, consulte o site: http://www.inf.ufsc.

tanto é elemento como um subconjunto de A. br/~mauro/ine5381/slide/Conjuntos.PDF

Neste caso, relacionamos ComjUNT0 € SU D CoN U O —
com o simbolo de inclusdo (C). Portanto, todas

as afirmativas sdo verdadeiras.

TOPICO 1




TGPI CU 2 Conjuntos numéricos

OBJETIVOS

. Conhecer e identificar os tipos de conjuntos

. Realizar as operagdes envolvendo conjuntos

. Representar solugdes através de gréficos e intervalos
. Provar algumas proposi¢des por inducao

este topico, estudaremos os conjuntos numéricos, desde
0s numeros naturais até os numeros reais, bem como suas
propriedades.

Para nimero, os compéndios tradicionais apresentam a seguinte definigao:

“Numero ¢ o resultado da comparagdo entre uma grandeza e a unidade. Se a
grandeza é discreta, essa comparagdo chama-se uma contagem e o resultado
¢ um numero inteiro; se a grandeza ¢ continua, a comparagao chama-se uma

medigao e o resultado é um numero real.” (LIMA, 2006, p. 25.)

Estudaremos também o principio da indugao finita.

O assunto deste tépico é de fundamental importancia, pois é através dos
numeros que podemos construir modelos que permitam contar, medir e avaliar
diferentes quantidades de uma grandeza.

Vamos conferir?

1. CONJUNTOS NUMERICOS

Os conjuntos numéricos podem ser de seis tipos. Vamos rever cada um deles,

bem como suas propriedades.

1.1 CoNnyuNTO DOS NUMEROS NATURAIS

E o conjunto formado pelos ntimeros N = {0, 1,2,3,--,n, } .

Matematica Basica |




Podemos observar que todo niimero natural tem um tinico sucessor e também
possui um unico antecessor, com excegao do numero 0, que ndo possui antecessor.

Com os numeros naturais, podemos realizar duas operagdes: a adicdo e a
multiplicagdo. Além disso, podemos definir as seguintes propriedades:

i. Comutativa da adigdo e da multiplicagao:

at+b=b+aeab=b-a

ii. Elemento neutro da adi¢do e da multiplicagao:

a+0=0+a=acal=l-a=a

iili. Associativa da adigdo e da

multiplicagao:
(a+b)+c=a+(b+c) e
(a:b)-c=a-(b-c)

iv. Distributiva da multiplicacdo relativa

ATENCAO!

o Sabemos que numeros naturais pares sao todos
a adigao:

a.b+c)=ab+ac

os naturais multiplos de 2 e que os impares sao
os ndo pares. Nessas condigdes: Se p € N, entdo

oS nlimeros naturais pares sao escritos na forma
ExEmPrLO:

Considere A:{n|n:2p—1 epEB}.A

Nn=2p, e os nimeros naturais impares sao

L ) ; escritos na forma n = 2p —1.
condicdo sobre B para que n seja um numero

natural impar, sendo n=2p—1 fmpar para |
todo peN™, é que 2p—1:{1,3,5,7,---}, ou
seja; 2p—1>1=p>1. Portanto, p={1,2,3,4,...} e B:{p|p€N*}.

1.1.1 Princirio DA INDUGCAO FINITA

O principio da indugdo finita (ou indugdo matemadtica) é um método para
demonstragdo da validade de proposi¢do para conjuntos infinitos. Esse método
permite mostrar que, se uma proposi¢ao P, aplicdvel aos numeros naturais, ¢ valida
para KEN (ou k€ N*) e ¢ vélida para o seu sucessor, entdo P ¢ valida para todo
neN (ou neENT).

Para mostrar que a proposi¢ao P(n) é valida para todo n€N (ou ne€N¥),

¢ suficiente:
1. Base da indugdo: Provar que a proposi¢ao P vale para 0 (ou 1);
2. Hipotese da indugao:
i. Supor que a proposigao P ¢é valida para k€N (ou kEN™)
ii. Provar que a proposicao ¢ valida para k+1.

Logo, a proposi¢ao P vale paratodo n€N (ou n€N*).

‘TOPICOQ ‘ 17




ExEercicios RESOLVIDOS

Demonstre usando o principio da indugao finita que:

1
P(n):1+2+3+4+---+n:n(n—+),Vn€N*
1)(2n +1
P(n):lz+22+32+42+---+n2:n(n+ Z_( 84D nene

SorucAo:

Devemos mostrar que a proposi¢do ¢ valida para n=1, o que é verdadeiro,

1(1+1 1-2
pois 1:—( * ):—.
2 2
Por hipotese da indugdo, admitamos que a proposigdo seja verdadeira
k(k+1
VkEN™, ou seja, 1-|—2-|—3-|—4—|—---+k:g,Vk€N*. Provaremos agora
k+1)(k+2
que ¢é vélida para k +1, isto é, 1+2+3+4+---+k+(k+1)=%.

Prova:
Tomamos a expressdo valida para k€ N* e somamos k-1 aos dois membros da

igualdade. Assim temos:

k(k + 1)

14243+ +k+(k+1)= +k+1

k* +k+2k+2
1+2+3+---+k+(k+1)=%

2
1+2—|—3+---+k+(k+1):w

1)(k+2
1+2+3+---~|—k+(k+1):m
1(14+1)(2-141) 1-2-3
6 6

6
Para n =1, a proposigio é verdadeira, pois 1* = = P

Porhipétesedaindugado,admitamosqueapropriedadesejaverdadeira Vke N *,

_ k(k+1)(2k+1)

ou seja, P4+22+3%+.--+k*= . ,VkEN*.Provaremosagoraqueé
k+1)(k+2)(2k+3
valida para k +1, isto ¢, 12-1-22+32+---+k2+(k+1)2:( * )(H; )(2k+ ).

Prova:
Tomamos a igualdade vélida para k e somamos (k + 1)2 aos dois membros da

igualdade:
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k(k+1)(2k+1)

P42 4+3 4+ K +(k+1) = +(k+1)*

k(Zk + 1)

P42 +3 4+ + kK +(k+1) =(k+1) —l-(k-l-l)]

2k* +k +6k +6
6

P 422 +3 ++k +(k+1) =(k+1)

2k* +k +6k +6
6

P42 +3 ++k +(k+1) =(k+1)

(k +1)
6

42" 43 4k (k1) = [2K” + 7k + 6]

k+1
12+22+32+---+k2+(k+1)2:({: )-2-(k+2)[k+§]
1z+22+32+m+k2+(k+1)2=(1<+1)(k+2)(2k+3)
6

1.2 ConyuNTO DOS NUMEROS INTEIROS

Eo conjunto formado pelos ntimeros 7 = { --,—n,---—2,—1,0,1,2,3,---, n, } .
Esses nimeros também podem ser representados de outra maneira: Sobre a reta mar-
camos o ponto O (origem); a direita da origem, dividimos a semi-reta em valores uni-
tarios; a esquerda da origem, em valores negativos no sentido negativo (ilustragao

abaixo).

-4 2 0 2 4

Com os numeros inteiros, além das operagdes de adi¢ao e multiplicagdo que
ja estudamos com os numeros naturais, podemos também realizar a operagao de
subtragio a—b=a+(—b), onde a, b€Z. Além disso, podemos definir uma nova
propriedade:

Simétrico ou oposto para a adigdo: para todo a€Z existe —a€Z tal que

a+(—a)=0.

1.2.1 DIVISIBILIDADE
Dizemos que um inteiro a é divisor do inteiro b, isto é a|b (lé-se a divide b)
quando existe um inteiro c tal que ca=>b.

Denotaremos por a|b<«>3dc€Z talque ca=b.

AULA1
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ExXEMPLOS:

1. 2|4, pois 2-:2=4
2. 2|6, pois 2-3=06
3. 3|—18, pois 2:(—6)=—18

1.2.2 NUMEROS PRIMOS
Um numero inteiro p ¢é primo quando p=0, p=1, p=—1 e os seus
divisores sao D(p) = {— L1, —p, p}
Como exemplos de niimeros primos, temos:

p={-,2,-23-35-57-7-}

1.3 ConyuNnTO DOS NUMEROS RACIONAIS
E o conjunto de todos os numeros escritos

na forma P , com q=0. E denotaremos por:

VOCE SABIA?

Q={£, com p,q€Z e q::O}.
q

Quando a ¢é divisor de b, dizemos que b ¢ divisivel

por a ou b é multiplo de a. No estudo dos numeros racionais, sio

validas as seguintes relagdes:

i. Igualdade: 2=Ssad=hbc
b d

ii.  Adigdo: i—f—i:M
b d bd
E a ¢ ac
? ' iii. Multiplicagio: — —=—
VOCE SABIA? plicac o=

Onde a,b,c,d€Z e b=0, d=0.

Se a e b sdo dois numeros primos entre si, entao

OMaximoDivisor Conmmy mde(ay b=k Com os numeros racionais, além das
operagdes de adigdo, multiplicagdo e subtragao

|

que usamos para os nimeros inteiros, podemos

. < e d
realizar a operagdo de divisao, isto ¢, —
c

a a c .. ¢,
—-— para todo — e — racionaise — ¢
b b d d

ala|o |

nao-nulo. Além disso, podemos definir uma nova propriedade que é:

a a
Simétrico ou inverso para a multiplicagdo: para todo 5 €Q e 5 =0 existe

b ab
—€Q talque ——=1.
a b a
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1.3.1 REPRESENTACAO DECIMAL

Todo niimero racional £ pode ser escrito como um numero decimal.

q
Exemplos:
3 1 1
—-=15; —=0,5, —=0,3333---
2 2 3

Demaneirageral, umaexpressaodecimal éescritanaformaa=a,,aa, --a

onde a, ¢ um numero inteiro maior ou igual a zeroe a,,a,, -, a,

Nty

- sdo algarismos

inteiros tais que 0 <a, <9. Por exemplo: o niimero o = 3,235 pode ser escrito na

forma &:3—}-%—1—%4—%.

1.4 CoNJuNTO DOS NUMEROS IRRACIONAIS

,

E o conjunto dos numeros cuja

representagdo decimal tem infinitas casas

decimais e ndo-perioddicas, isto ¢, sdo da forma:

o =a,,a;---a, - emque A €R e a; €Z para

n

i=0,1,2,...,n, ...

ExXEMPLOS:
T =3,141559265...
0,1010010001...

1.5 CoNjuNTOS DOS NUMEROS REAIS
E o conjunto formado por todos os
numeros racionais ou irracionais.
Com os numeros reais podemos realizar as
operagdes de adigdo, multiplica¢do, subtragio
e divisdo. Esta ultima resultarda no IR*. Além

disso, os numeros reais gozam das mesmas

propriedades dos nuimeros racionais.

1.5.1 ReTA REAL

E uma reta que tem como medida padrao
o segmento unitdrio u. Tomando esse segmento
padrdo, podemos dividi-la em varios segmentos
congruentes de tamanho u. Sobre essa reta

fixamos um ponto 0, chamado de origem, o qual

Se um numero decimal tem uma quantidade

infinita de algarismos que se repetem
periodicamente é chamado de dizima periodica.

Uma dizima é dita periédica simples quando
os primeiros digitos ap6s a virgula se repetem

indefinidamente.

Y

LN\

SAIBA MAIS!

Para saber mais sobre o numero irracional pi,
acesse o site: http://www.mat.ufrgs.br/~portosil/
aplcomlb.html

Na disciplina de geometria plana e espacial, vocé
poderd abordar melhor a utilizagdo do ntmero
pi ao estudar dreas e volumes de figuras da
geometria euclidiana. Nesta disciplina, falaremos
mais sobre esse nimero ao estudarmos as fungoes

trigonométricas circulares, aulas posteriores.

TOPICO 2
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divide a reta em duas semi-retas, uma de sentido positivo (a direita de 0) e outra de

sentido negativo (a esquerda de 0), conforme se vé abaixo.

0

Figura 2 — Representagio da reta real

A
[ ]
®
v

a

°- Py ®- °- °-

X<a X>a

Figura 3 — Posicao de um ntimero na reta real

1.5.2 INTERVALOS
Muitas vezes uma proposigao é vdlida apenas para alguns valores contidos
nos numeros reais. Nesse caso, esses valores podem ser representados através de
um intervalo. Os intervalos podem ser fechados quando os extremos fazem parte
dele, ou abertos quando os extremos nao fazem parte dele.
Desse modo, conhecidos dois nimeros reais a
e b, com a<b, podemos ter:

i. Intervalo aberto

ATENCAD! (a,b)={x€Rla<x<b} ou [a b

b

O O)
\o, O

Se um numero qualquer x estiver situado na reta

A
v

a direita de um nuimero a, entdo ele é maior que a;
ii. Intervalo fechado

[a,b]:{x€R|a§x§b}

a b
® °

por outro lado, se x estiver situado a esquerda de

a, entao ele ¢ menor que a. (figura ao lado)

A
v

iii. Intervalo fechado a esquerda (ou aberto a direita)
[a,b)z{x€R|a§x<b}
a b

A
A\ 4

iv. Intervalo fechado a direita (ou aberto a esquerda)
(a,b]={xeR|a<x<b}

22

‘ Matematica Basica |



a b

< O ® 2

Se os intervalos envolvem infinitos, entdo definimos:

v. (00, a]={x€R|x<a}

@ >

vi. (—o0,a)={x€R[x<a}
a

\4

vii. [a,+oo):{X€R|xZa}

a
< L

viii. (a, +00)={x €ER[x>a}

- ATENCAO!

Pesquise mais sobre o assunto em livros e sites

para ampliar seus conhecimentos.

AULA1

‘ TOPICO 2 ‘ 23




TOPICO 3 oeee

OBJETIVOS

*  Compreender e analisar par ordenado

*  Compreender e definir relagdes

. Interpretar dominio e imagem de uma relagao

*  Obter relagdes inversas

ma vez que ja conhecemos conjuntos e suas principais operagoes,
vamos estudar agora as relagdes entre conjuntos. Iniciaremos com
produto cartesiano, em seguida definiremos relagdes bindrias e os

elementos que compdem uma relacdo: dominio e imagem.

1. PRODUTO CARTESIANO

\ Um par ordenado p:(x, y) ¢ formado
pela primeira coordenada chamada de x, e

uma segunda coordenada chamada de y. E facil

VOCE SABIA? perceber que dois pares ordenados p = (x, y)
Que ) par ordenado p= (x/ y) e q= (u, V) sdo iguais se, e somente se, eles
¢  diferente  do  comjunto  {X,y}, tiverem a mesma primeira coordenada e a mesma
pois os  conjuntos {Y, X} = {X, y} sdo segunda coordenada, isto ¢, x=u e y=v.

verdadeiros para todo x e y, enquanto que

(X, y) = (y, X) s6 é verdadeiro se X=Y. 1.2 RELAGOES

O produto cartesiano de dois conjuntos A Uma relagdo binaria R de A em B é um
e B ¢ o conjunto AXB (lése A cartesiano conjunto de condigdes que permitem determinar
B), formado por todos os pares ordenados que, para X € A e y € B, x estd relacionado com

(x/y), cuja, primeira coordenada x pertence y segundo a relagdo R. E denotaremos por xRy

a A e a segunda coordenada pertence a B. (1&-se “x erre y”)
Denotaremos por

AxB={(x,y);x€A, yeEB}.

Exercicios Resolvidos
Dados os conjuntos A= {1, 2, 3} e
B= {3, 4, 6} , determine:

24
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a. O produto cartesiano A x B
b. Relagdo R, de A em B para:

R={(x,y)€AxB;y=2x}

SorucAo:
a. AxB={(L3),(14)(L6)(23)(24)(26)33),(34), (3 6)}
b. R={(24),(3,6)}

1.3 Dominio E IMAGEM DE UMA RELACAO

O dominio de uma relagao R de A em B

¢ o conjunto D de todos os primeiros elementos

ATENCAD!

dos pares ordenados pertencentes a R, ou seja,

sdo todos os valores de x, x€ A, tais que x

. . , - Tod lacdo de A B é bconjunt
esteja relacionado a y, y €B através da relagao oda relagdo de A em B € sempre subconjunto

R de A xB, isto é, R é relagdo binaria de A em B

< R C AxB.

Denotaremos por:

x€D << Jdy, y€B|(x, y)ER.

A imagem de uma relagio Rde Aem B ¢

o conjunto Im de todos os segundos elementos

dos pares ordenados pertencentes R, ou seja, sao 4 ATEN GAU!
todos osy, y € B, tais que vy esteja relacionado a ,
¥y quey J E importante observar que o conjunto dominio D

X, X € A através da relacao R. , . . .
€ § esta contido no conjunto A ( DCA ), € o conjunto

Denotaremos por: imagem Im esta contido no conjunto BImCB.

yeIm< Ix, x €A|(x, y)ER.

Exercicio Resolvido
Dados A = {O, 2,3, 4} e B= {1, 2,3,4,5, 6} , determine o dominio e a imagem

da relagao R= {( X,y) € A x B; y é multiplo de x} (grafico)

A B

]
><
<

[>

Figura 4 — Representagao da relagao

/X

Rde Aem B

AULA1
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Como a relagdo associa a cada valor de x um valor de y, que é seu multiplo,
entdo temos a seguinte relagdo: R={(2,2),(2,4),(2,6),(3,3),(3,6),(4,4)}, onde o
dominio € D(R)={2,3,4}, e o conjunto imagem ¢ Im(R)={2,3,4,6}.

1.4 RELACAO INVERSA

Sejam os conjuntos A e B e seja R uma relacio de A em B, tal que
R:{( x,y)€EAxB|(x,y)€ER }, a relagdo inversa é uma relagao de B em A, tal
que (y,X)€R™' & (x,y) ER. E denotamos por: R™' ={(y,x) EBx A|(x,y) ER}.

Exercicios resolvidos:

Determine os conjuntos A, B e C que satisfazem as seguintes condigdes:
AuBUC={p,qrstuv,xz}, ANB={rs}, BNnCc={s x}, cna={s t},
AUC:{p,q,r,s,t,u,V,x} e AUB:{p,q,r,s,t,x,z}.

SoLucgAo:

Da interse¢ao de A e B, temos r e s elementos de A e de B; da intersegdo de
B e C, temos s e x comuns aos dois conjuntos; e da intersegao de A e C, sabemos
que s e t sdo comuns aos dois conjuntos, logo percebemos que s é comum aos trés
conjuntos.

Da unido dos conjuntos A e B e A e C, concluimos que p e q pertencem
a A e que z pertence a B e u e v pertencem a C. Portanto, os conjuntos sdo:
A:{p,q,r,s,t}, B:{r,s,x,z} € AUBUC:{ s,t,u,v,x}.

Resolva esse exercicio através do diagrama de Venn. Diga qual a melhor
maneira de representagao.

Sejam x, y e z numeros naturais. Na divisao de x por y obtém-se quociente z e

X
resto 8. Sabe-se que a representagdo decimal de — ¢ a dizima periédica 7,63636... .

y

Entdo, o valor de x+y +zequivale a:
SoLucgAo:

Se X_ 7,363636..., entao podemos escrever na forma

y

X 36 36 36 2 y
—=74—+—+—.-=7+ . Resolvendo a operagio temos
y 10° 10* 10 -2
x 229 81
—=—= I ou 11x=8ly (i). Como x dividido por y possui quociente z e
y 99

deixa resto 8, entdo y-z+8=x, o que equivale a escrevermos 1ly-z+88 =11x
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(ii). Das equagdes (i) e (ii) temos 11y-z+88 =11x =81y, o que implica dizer que
88=11x=8ly—1ly-z=y-(81—11z)=88. Como y e z sdo numeros naturais,
determinamos que os valores sio y =22 e z="7 . Substituindo esses valores em (i) ou

em (ii), encontramos x =162 . Portanto, o valor de x+y+z=162+22+7=191.

Os pares ordenados (1, 2),(2, 6),(3,7),(4, 8)6(1, 9) pertencem ao produto
cartesiano AxB . Sabendo que AxB tem 20 elementos, entdo a soma dos elementos

de A vale:

SorucAo:
Como A possui n elementos e B possui m elementos, entdio AxB=mxn=20.
Dos pares ordenados, temos o conjunto A com 4 elementos e o conjunto B com 5 ele-

mentos. Assim, A possui os seguintes elementos 1, 2, 3, 4, e sua soma vale 10.

Prove por indugdo que 2" >n para todo n pertencente aos naturais.

SorucAo:

Mostraremos primeiro que a proposi¢do ¢ valida para n=0, o que ¢
verdadeiro, 2°=1>0.

Por hipétese daindugdo, admitamos que a proposigao seja verdadeira VkEN,
ou seja, 2" >k Vké&N. Provaremos agora que a proposi¢do é valida para k+1,

isto é, 2" >k +1.

Prova:

k

Tomamos a expressdo valida para k&N. Como 28 =2%.2  entdo

28 =2%.2> 2k >k +1. Portanto, temos 25 >k, VkEN .

AULA1
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AULA 2 Funcao afim e funcao
quadratica

Nessa segunda aula, como ja conhecemos conjuntos, algumas importantes
propriedades dos pares ordenados do plano e de dominio e imagem de uma

relacdo serao apresentadas. Passaremos a estudar as funcdes, bem como as
caracteristicas e particularidades de cada uma delas.

Antes de falarmos propriamente de funcao, vamos lembrar um matematico suico,
cujos estudos estao relacionados ao assunto desta nossa aula. Leonhard Euler
(1707 — 1783) desenvolveu trabalhos em quase todos os ramos da matematica
pura e aplicada, com destaque para a analise — estudo dos processos infinitos
desenvolvendo a ideia de funcéo. Ele também foi o responsavel pela adocao do
simbolo f(x) para representar uma funcéo de x. Hoje em dia, fungcdo é uma ideia
essencial na matematica. Vamos conferir?

Objetivos

e Conhecer, interpretar e analisar as fungoes afins e quadraticas
e Resolver problemas que sejam modelados por essas funcdes
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TOPICU -l Introdugao as fungdes

OBJETIVOS

. Conhecer e definir fung¢des

imagem de uma fungao

ma vez que ja estudamos produto cartesiano e relagdes, daremos
agora inicio ao estudo das fung¢des. Neste topico, vamos revisar o
conceito de funcdo e estudar a fun¢ido constante, que é a fungao
mais simples. Mais adiante, ao estudarmos as demais fungdes, iremos aumentando

o grau de complexidade.

1. CONCEITO

ExempLO:

Considere os conjuntos A={1,2,3,4} e B={6,7,8,9,10}, e seja R uma
relagdo de A em B definida por y=x+5.

Verificamos que a relagio R ¢ formada pelos pares ordenados
R={(1,6),(2,7).(3,8),(4,9) }, e que, para cada elemento do conjunto A, existe um
tnico elemento do conjunto B associado a ele. Ou seja, Vx €A, 3,y €B|(x, y)ER

(Figura 1).

Figura 1 — Relacdo R: A -> B

AULA 2

o Determinar o dominio, o contradominio e o conjunto

*  Construir e interpretar graficos das fungoes

‘TOPICO1 ‘ 29



Toda relagdo desse tipo recebe o nome de fungao, como veremos na defini¢ao
a seguir.

Dados os conjuntosnao vazios Ae B, umafungdo f: A — B (lé-se f de AemB)é
uma relagdo em que cada elemento x € A estd associado a um tinico elemento y €B.

E escrevemos x — f(x) (lé-se f leva x em f(x))

NotacAo:
f:A—=B& (Vx€A IyeBl(x, y)€f)

ExEmrLO:

f:IR — IR tal que y = 3x
f:IR—>IRtalquey:X2

2. DOMINIO, CONTRADOMINIO E IMAGEM DA FUNCAO

O dominio e o conjunto imagem de uma fungdo tém as mesmas definigdes
dadas para uma relagdo, como foi visto na aula 1. Mas, pela defini¢ao de funcao,
podemos concluir que o dominio da fungao D(f) sera sempre igual ao conjunto
A, quando tivermos a fungdo f: A — B, isto ¢, D(f)={x€A}=A.

O contradominio CD(f) sera sempre igual ao conjunto B, quando tivermos
a fungao f:A — B, isto ¢, CD(f)={y €B}=B.

Ja Imagem de um Elemento, quando conhecemos o par ordenado (a, b)ef,
¢ o elemento b, que é chamado de imagem de a pela aplicagdo f ou valor de f no
elemento a iguala b.

Quando é dada uma func¢io f:A —B,
definimos o conjunto imagem como sendo
todos os y €B para os quais existe x € A tal

GUARDE BEM ISS0: que (x,y)€f. Portanto, o conjunto imagem ¢

um subconjunto do contradominio.

O conjunto imagem da funcdo sio todos os

. . . Exemplo:
valores reais, uma vez que a funcao é real e possui
variavel real, e escrevemos lm(f) = {y € IR}. Seja a funcao

Graficamente, o dominio é o conjunto das f:IR —IR tal que f(X) =2x—3. Entao:

abscissas que interceptam o grafico nas retas f(0)=2.0-3=-3. Nesse caso
verticais, e a imagem ¢é o conjunto das ordenadas substituimos a variavel x pelo valor 0 (zero)
que interceptam o grafico nas retas horizontais. e obtemos a imagem de —3 (menos 3). Para

s OS5 itcns seguintes prosseguimos de maneira

andloga.
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3. FUNCAO CONSTANTE

O estudo sobre fungdes nesta disciplina sera feito apenas no conjunto dos
numeros reais. Isto quer dizer que estudaremos fungdes reais de varidveis reais.

Definiremos uma fungao constante como sendo uma aplicagao que associa a
cada x €A um elemento c€B, tal que f(x)=c, onde c é uma constante. Uma
defini¢do mais formal para essa fungao ¢ dada a seguir:

Funcao constante ¢ toda aplicagdo f dos reais nos reais (f:IR — IR ) que
associa cada elemento x €IR a um mesmo elemento c€IR.

E escrevemos f(x) =c.

Exemrro:
f(x)=3,V x IR (ver figura 2)
Calculemos agora a imagem dos seguintes niumeros reais.
f(—=1)=3,£(0)=3,f(3)=3

Observe que a imagem de qualquer nimero real é sempre igual a 3.

— el =3 A
=13,
(x,y) = (3,3)
1
2 3 | -2 2 ; 4

N

w

ES

Figura 2 — Gréfico da fungdo constante f(x) = 3
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Exercicio REsowvipo:

Os professores do IFCE recebem saldrio independentemente da quantidade
de aulas dadas por eles no més. Suponha que o saldrio do professor do CEFETCE
seja em média R$ 4.000,00. Determine o saldrio de um professor que da 12 aulas

semanais e de outro que da 20 aulas semanais.

SoLucAo:

Como o saldrio do professor ¢ de R$ 4.000,00, se tomarmos x como sendo o
nuimero de aulas, entdo podemos definir uma fungao que relacione horas aulas com
saldrio da seguinte maneira f (x)=4000, que ¢ uma fungao constante. Portanto, os

professores possuem o mesmo salario, isto ¢, f (12)=f(20)= 4000 .

32

‘ Matematica Basica |



TOPICO2 ™"

OBJETIVOS
. Conhecer e definir fun¢io afim
*  Construir e interpretar graficos das fungoes

*  Conhecer as propriedades caracteristicas da fungio afim

este topico estudaremos a funcdo afim e suas principais
caracteristicas. Resolveremos também as inequagdes envolvendo
esse tipo de fungao.

Um caso particular de fungao afim ¢ a fungao identidade f (x)=x , que
associa a cada x€IR um y€IR com y=x, ou seja, f leva x em x. Essa fun¢ao
¢ uma reta que contém as bissetrizes dos quadrantes impares (1° e 3° quadrantes).

Observe que, para cada valor do elemento x, associamos o mesmo valor ao

elemento y. (Figura 3)

Figura 3 — Grafico da fungao f(x) = x

X y
-1 1
0 0
1 1

Estudaremos a partir de agora as fungdes reais de variaveis reais, isto ¢ fungdes
f:X—1IR, que tém como dominio um subconjunto X CIR e imagens f(x) reais,

para todo x real.
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Exercicio Resowvipo:

Um botanico media o crescimento de uma planta, em centimetros, todos os
dias. Percebeu que, no primeiro dia de medida, a planta estava com 1 cm de altura
e no décimo dia tinha alcangado 2 cm de altura. Colocando os pontos sobre um
grafico, ele observou que o grafico descrevia uma func¢ao afim. Se for mantida,
entdo, a mesma relagdo entre o tempo (dias) e a altura (centimetros), qual sera a
altura da planta no trigésimo dia?

Solucao:
Como a fungao ¢ linear e a cada 10 dias a planta estd aumentando 1 centimetro,

entdo, pelas regras de proporcionalidade, em trinta dias, ela tem aumentado 3 centi-

metros. Portanto, no trigésimo dia, a planta tera uma altura de 4 centimetros.

1. DEFINICAO

Exemplo:
a. y=2x+3 onde, a=2e b=3
b. y=2—x onde, a=—1¢e b=2
c. y=3x onde, a=3 e b=0
2. GRAFICO
Definigdo:

Uma fungao afim ¢ toda aplicagdo de IR em IR que associa a cada x €IR o

elemento y=f(x)=ax+b€IR, onde a e b sdo nliimeros reaise a= 0.

Afirmamos que o grafico da fungdo afim ¢ uma reta. Para construirmos,
atribuimos valores distintos a varidvel x e obtemos os valores de y associados a
ele. Em seguida marcamos cada par ordenado (x,y) no plano cartesiano e unimos
esses pares.

A demonstragdo de que o gréfico da func¢do afim é uma reta é deixada como

exercicio.

ExEmMPLO:

Construa o grafico da fungdo y=2x+3.

Kz

‘ Matematica Basica |



~

] RSN ATENCAQ!

Uma maneira de vocé demonstrar é pegar

3 trés pontos distintos quaisquer A = (X1,y1),

4 B:(X2/Y2) e C:(X3,y3) e utilizar a

geometria analitica para mostrar que eles sao
Figura 4 — Gréfico da fungaoy = 2x + 3

colineares se tiverem o mesmo coeficiente angular

X y a quando tomados dois a dois. Ou seja, mostrar
0 3 que YZ_Y1ZY3_Y2:a.
> p X, =X, X3 —X,

L
Agora é com vocé. Esboce o grafico das

fungdes y=—x+2 e y=3x.

3. COEFICIENTES DA FUNCAO AFIM

Os valores das constantes a e b que aparecem na fungdo afim f (x)=ax+b
sdo denominados respectivamente coeficiente angular e linear.

O coeficiente a mede a inclinagio da reta,
e o coeficiente b é o ponto onde o grafico corta

o0 eixo das ordenadas (eixo oy).

VOCE SABIA?

7

ExempLro: . ’ , .
Winplot ¢ um software de carater matematico.

O gréfico da fungdo y=2x—2 estd . .
Essa ferramenta computacional tem como objetivo

ilustrado abaixo: . ~ ;
strado abaixo fazer graficos 2D e 3D. Sugestdo: Apos esbogar
os graficos manualmente, utilize o software
3 winplot para esbogcar computacionalmente os

mesmos graficos. Ele ¢ uma excelente ferramenta.

Vocé podera encontrar o winplot no site:
R / P http://www.mat.ufpb.br/sergio/winplot/

winplot.html
. _______________________________________________________|

Figura 5 — Gréfico da fungao y = 2x - 2
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Observe que, para o valor da abscissa
x =0, o grafico intercepta o eixo das ordenadas

no valor y=—2. Esse valor é o coeficiente

VOCE SABIA?

linear b=-2. O coeficiente angular a ¢

obtido calculando-se a tangente do dngulo (6

Quando marcamos os elementos (X,y) no . .
) formado pela reta e o eixo das abscissas (0x)

= 2
plano cartesiano (IR”), eles surgem como
i medido no sentido anti-hordrio. Chega-se assim
as coordenadas cartesianas do p(x/y) no

2
plano (X = abscissas, y = ordenada) de eixos aa=tanh= T =2.

ortogonais OX e OY, que se intercepta
na origem O do sistema de coordenadas.. De maneira geral, os coeficientes a

——— ¢ D da fungdo afim f:IR—IR podem ser

determinados da seguinte maneira:
b é o valor que a fungdo assume quando x =0, isto ¢, b=1£(0).
Quanto ao valor de a, ele pode ser determinado a partir dos valores de f (xl ) e

f(xz) queafuncdo f assume em dois pontos distintos x, e x, . Como f(xl) =ax, +b

f(xz)—f(xl) ‘

No exemplo anterior, podemos calcular o valor de a atribuindo, por exemplo,

f(2)—f(1 —
-, 220,
2—1 2—1
Para um intervalo x,x+h€IR, com h=0, o valor a ¢ dado por
£(x+h)—f(x)
a=—"
h
de extremos x,x +h€IR.

e f(x,)=ax, +b, entio f(x,)—f(x,)=a(x, —x,)=>a=

os valores x, =1 e x, =2, onde a=

, que é chamado de taxa de variagao da fungao f no intervalo

4. ZERO OU RAIZ DA FUNCAO

O zero de uma fungdo é todo numero x €IR em que y=f(x)=0.

ExEercicios Resorvipos:
Determine a raiz ou zero das fungoes:
a. f(x)=2x—4
b. f(x)=2x-3

SoLucAo:
a. Veja que, se f(x)=0, quando
4
f(x)=2x—4=0$2X:4=>X:E$X:2,

x =2 éraiz da fungdo f (x)=2x—4.
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3
b. Veja que, se f(x)=0, quando f(x):2x—3:O:>2x:3:>X:E,
3
X = E é raiz da funcgao.
De maneira geral, a raiz de uma funcdo afim f(x)=ax-+b ¢é dada por:

f(x):ax+b:O:>ax:—b:>X=—E.
a

5. FUNCAO CRESCENTE OU DECRESCENTE

Seja f uma fungdo de A — B definida por y =f (x), entdo:
i. f € crescente se para qualquer x e x, pertencente a A com x, <X,,

f(Xl) — f(Xz)

X

tivermos f(x,) <f(x,) ou >0.

1 X,

ii. f € decrescente se para qualquer x, e x, pertencente a A com x, <X,,

f(x) —f(x,)

X)X,

tivermos f(x,)>(x,) ou <0.

ExempLo:

A fungio f(x)=2x+3 é uma fungdo crescente, pois para quaisquer dois
valores do dominio de f, por exemplo, x, =1 e x, =3, temos f(1)=5 f(3)=9, isto
é 3>1=f(3)>f(1).J4afungdo f(x)=—x+2 ¢ uma fungio decrescente, pois, se
tomarmos os mesmos valores da fungio anterior, temos f(1)=1 e f(3)=—1, isto ¢,

3>1=£(3)<f(1).

6. SINAL DA FUNCAO AFIM

Queremos encontrar os valores de x para
os quais a fungdo f(x) ¢ positiva (f(x)>0), ou
zero (f(x)=0), ou negativa (f(x)<0).

Resolver este problema implica estudar

o sinal da fungdo y=f(x) em todo o seu

A fungdoafim f(x) = ax +b écrescentese a > 0

dominio.
(positivo) e decrescente se a < 0 (negativo).

ExERcicios RESOLVIDOS: Toda reta nao-vertical ¢ o grafico de uma fungao

Discutir o sinal das fungdes abaixo: afim. E, se essareta passa peloponto (X, y, ) etem

a. f(x)=2x+6 inclinagdo a, sua equagao é y =Yy, + a(x = XO) .

b. f(x)=—-3x+12
]

SoLucAo:

a) Para encontrarmos o valor de x em que f (x)=0, temos:

6
2X+6=0=2x=—6=>x=—=x=-—3
2

AULA 2
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Para os valores de x em que f (x)> 0, temos:
6

2x+6>0=2x>—-6=>x>——=>x>—-3
2

Para os valores de x em que f (x) <0, temos:

6
2x+6<O:>2x<—6:>x<—E:>x<—3

Esse método algébrico pode ser substituido pelo método grafico, por meio
do qual representamos a raiz da fungdo x=—3. Tragamos o grafico no plano
cartesiano passando pela raiz (Figura 6). No grafico, observa-se que, para valores x
maiores que —3, os valores de y sdo positivos, e, para valores x menores que —3

, os valores de y sdo negativos.

Figura 6 — Grafico da fungao f(x) = 2x + 6

Portanto, temos:

f(x)>0 Vx,x>—-3, f(x)=0 para x=—3 e f(x)<0 Vx,x<—-3.

Esse método grafico se torna mais pratico na resolugao de inequagoes.

b) Para resolvermos esse item, usaremos o método grafico. Determinaremos a

raiz, ou seja, o valor de x para o qual f(x)=0.

—12
Logo: —3x+12=0=-3x=—-12=x=——=x=4.

Representando a raiz e tragando o grafico, temos:

Figura 7 — Gréfico da fungao f(x) = -3x + 12

Com base no gréfico, podemos concluir que: f (x)>0 Vx,x<4, f (x)=0
se x=4 e f(x)<0 Vx,x>4.

7. INEQUACOES

Queremos encontrar, agora, solugdes de sentengas abertas, tais como
3x—4>2x. Queremos determinar, entdo, os valores de x que tornem essa

sentenca verdadeira.
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Para  resolvermos esse  problema,
procedemos da seguinte maneira:
Isolamos todos os termos que possuem

varidveis em um dos membros da desigualdade

GUARDE BEM ISS0!

e as constantes no outro lado da desigualdade, e

realizamos as operagdes necessdrias. Ao estudarmos o sinal da fungio afim
3x—4>2x=>3x—2x>4=>x>4. f(x)=ax+b  com a=0, devemos
Portanto, a solugdo é: S={x €IR | x >4}, lembrar que, a direita da raiz, o sinal ¢é igual

ao sinal de a, e, a esquerda da raiz, o sinal
Logo, podemos definir inequaqﬁo como é contrario ao sinal de a. (ilustragéo abaixo)
sendo toda sentenga aberta do tipo:

£(x) > g(x), £(x) > g(x), £(x) < g(x), £(x) < g(x) e e eR

<

,onde f(x) e g(x) sao fungdes reais. ™ (contrario de a)

v

O Conjunto Solug¢do de uma inequagio
J ¢ quag Figura 8 - Representagao do estudo do sinal da fungao
sdo todos os valores de x que tornam a sentenga do 1° grau

verdadeira.
]

ExEMPLO:

3x+1>x+5 tem como conjunto solugio S={x €IR|x>2}, pois, para
qualquer valor de x>2, a sentenca é verdadeira. Se tomarmos, por exemplo,
x =3, temos:

3x+1=3.34+1=10, x+5=3+5=8 ¢ 10>8.

Agora ¢ com vocé:

Encontre o conjunto solugdo das inequagdes:

3x+2>2x+4

5(x+3)—2(x+1)<2x+3

Essa questdo tem como solugio S={x€IR|[x>2} e S={x€IR|x<—10}

respectivamente.

7.1 INEQUACOES PRODUTO

Como resolver inequagdes que envolvem produto de duas ou mais fungoes,
por exemplo, (x+1)(2x—6)>0?

Para resolvermos esse tipo de problema, usaremos uma regra pratica, que

segue os seguintes passos:

AULA 2
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i. Estudar os sinais de cada funcao;
x+1=0=x=-1
2Xx—6=0=x=3
ii. Estudar o sinal do produto das duas fungdes, isto ¢, encontrar valores
de x que tornem a sentenga f (x).g(x)>0, ou seja, valores cujo produto de dois
numeros seja positivo. Isso acontece quando f(x) e g(x) sdo simultaneamente
positivas ou simultaneamente negativas. Veja no gréfico de sinais.
iii. Procurar, no caso desse exemplo, valores positivos, (x +1)(2x—6)>0.
O conjunto solugdo ¢ dado de acordo com o figura 9 abaixo, isto é,

S={x€IR|x<—loux>3}.

-7/2 1/6
- + +
g(x) =2x +7
- - +
f(x) =6x + 1
+ - +
f(x).g(x)

Figura 9 — Esquema gréfico para a solugao da inequagao (x + 1).(2x — 6) >0

ExEercicto REsorvipo:

Resolva em IR a inequagdo (6x—1)(2x+7)<0.

SoLucAo:
Seguindo os passos descritos acima, temos:

i. Estudamos o sinal de cada fungao;

1; 7

6x—1=0=x=—"2x+7=0=>x=——

6 2
ii. Estudamos o sinal do produto, ou seja, procuramos valores de x que
tornem a sentenca f(x).g(x)<0, ou seja, encontrar valores cujo produto seja
nulo quando pelo menos uma das fungdes for nula e negativo quando f e g

tiverem sinais contrarios.

iii. De acordo com o figura 10, temos o conjunto solugao dado por:

7 1
S={x€IR|——< x<-}
2 6
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- + +
f(x)=x+1

- - +
g(x) =2x + 6

+ - +

x<-1 x>3

f(x).8(x)

Figura 10 - Esquema grafico para a solugio da inequagao (6x —1)(2x+7) <0

7.2 INEQUACAO QUOCIENTE

Sao  inequagdes em  que  aparecem  quocientes do  tipo:

f(x) >0 f(x) >0 f(x) <0e ®<0 onde f(x) e g(x) sdo funcdes reais.
R R AT ()« 8t '

A resolugdo de inequagdes quociente ¢ feita de maneira semelhante a das

inequagdes produto. Temos apenas que observar que o denominador de uma fragao

ndo pode ser nulo.

ExEercicios RESOLVIDOS:

2x+1>0.

1. Resolva em IR a inequagao 5=
_l’_

SorucAo:

Usando os passos aprendidos na resolu¢ao de inequagdes produto, temos:

i. Estudamos o sinal das funcoes;

1
2x+1=0=x=——ex+20=>x=—-2

2 £ (x)
—=2>0,
g(x)

considerando que o quociente de dois numeros é nulo se o numerador for zero

ii. Agora, procuramosencontrar valoresdexquetornemasentencga

(f(x)=0), e é positivo quando o numerador f(x) e denominador g(x) sdo

simultaneamente positivos ou negativos.

iii. Portanto, a partir do grafico de sinais ao lado, chegamos ao conjunto

1
solugdo que é dado por S={x€IR|x<—2oux> _E} .

-2 -1/2
< * * >

- - -
f(x) =2x + 1

- + +
g(x)=x+2

+ - +
f(x)/g(x)

. , . 2x+1
Figura 11 - Esquema grafico para a solugao da inequagao 12 >0
X
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VOCE SABIA?

Para resolvermos inequagdes do tipo [f(x)]n >0,
[f]' <0, [f] >0, [f] <0

n€IN’, aplicamos as propriedades da poténcia

onde

de base real e expoente inteiro. Toda poténcia de
basereal e expoente impar conserva o sinal da base.

Exemplo: 2 =8e(-2°=-32

ExErcicios ResoLvinos
Resolva as desigualdades abaixo:
(x—4)">0
Bx+8)’' <0
(4—5x)° <0

SorucAo:
Estudamos primeiro o sinal da fungdo
f(x)=x—4,semapoténcia x—4=0=>x=4.

Agora encontramos a poténcia de acordo

Toda poténcia de base real e expoente

com as propriedades acima. Nesse caso, o

par & um numero nao-negativo.

expoente ¢ 4, que é um numero par. Portanto,
L0t 2 _
el 28 =10 = 28 =4 temos [f(x)]4 =(x—4)" ¢ positiva para todo

Apos a revisao dessas propriedades,

x=4 e nula para x=4. A solugdo ¢, entdo,

pOdeOS passar para O €Xe€rcicio segulnte. = {XGIR|X¢4}

____________________________________________| o 4 +
f(x)=x-4

A\ 4

N
7

[fe)T*
Figura 12 - Esquema grafico para o estudo do sinal

de (x—4)">0

Seguindo o mesmo raciocinio, estudamos o sinal da fun¢do f(x)=3x+38
8
sem a poténcia 3x+8=0$x=—§.

Em seguida analisamos a poténcia [f(x)]3 =(3x+8)’. Como o expoente 3 é

impar, conserva-se o sinal da fun¢do. Portanto, de acordo com o grafico de sinais

—8
abaixo, temos o seguinte conjunto solugao: S={x€IR | x<—+}.
3

e -8/3 +
f(x) =3x+38

\4

[f)F = (3x + 8)°

\4

Figura 13 - Esquema grafico para o estudo do sinal de (3X + 8)3 <0

Seguindo a mesma linha de pensamento, estudamos o sinal da fungdo
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f(x)=4—-5x sem levar em consideracio a poténcia 4—5x=0=x=—.
5
Estudando o sinal da fungdo como expoente [f(x)]6 =(4—5x)°, verificamos que

o expoente € par, logo a fun¢ao ¢ toda positiva e queremos que a desigualdade seja
negativa. De acordo com o figura 14 de sinais ao lado, temos o conjunto solugao
dado por S=¢.

0 4/5 +
f(x) = 4 - 5x

\4

Ny,
7

b
[f(x)]° = (4 + 5x)°

Figura 14 - Esquema grafico para o estudo do sinal de (4 — 5X)6 <0

8. FUNCAO LINEAR

A fungio linear dada por f(x)=ax ¢ uma fungdo afim com b=0. Esse

modelo matematico ¢ muito utilizado para problemas de proporcionalidade.

8.1 TEOREMA FUNDAMENTAL DA PROPORCIONALIDADE

Seja f:IR—IR uma funcao linear

crescente, as afirmagdes sao equivalentes: _-L
f(nx)=nf(x) VneZ e Vx€IR SAIBA MAIS!
Para a=f(1), temos que f(x)=ax
Vx € IR Para saber mais sobre proporcionalidade, consulte o
f(x—}—y)zf(x)—l—f(y) Vx,y €IR

A demonstragdo desse teorema vocé

livro 1 indicado ao final desta aula, em Referéncias.
Para saber mais sobre esse assunto, consulte

o) site https://sites.google.com/site
wellersonguintaneiro/biblioteca/colecao-
matematica-ele

encontra em Lima et al. (2005).
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TGPI cu 3 Funcao quadratica

OBJETIVOS

*  Conhecer e interpretar a fungdo quadratica

. Construir e interpretar graficos

*  Analisar os principais pontos da pardbola

*  Resolver problemas que envolvam a funcdo quadratica

. Determinar o valor de maximo e minimo de uma fungao

1. DEFINICAO

Fungdo quadratica ¢ toda aplicagdo f de IR em IR que associa a cada
elementox € IR o elemento (ax2 +bx+c)€IR, onde a, b, ¢ sdo numeros
reais conhecidos e a=0.

f(x):axz—{—bx—l—c, a=0

Exemplos:
f(x)=x*—2x+4, ondea=1, b=—2 ¢ c=4
f(x)=—2x"+3x+1, ondea=—-2, b=3 e c=1
f(x)=x"—9, ondea=1, b=0e c=-9
f(x)=2x+x’, ondea=1, b=2 e c=0
f(x):xz, ondea=1, b=0¢e c=0
(

fx)=4+5x2—3x, ondea=5 b=—-3 e c=4

2. GRAFICO

O gréafico de uma fungao quadratica é uma parabola e pode ser demonstrado
usando-se a geometria analitica. Para isso, considere um ponto fixo F, chamado foco,
e que pertence ao eixo de simetria, e uma reta d, chamada diretriz. A pardbola,
entdo, ¢ o conjunto de pontos que distam igualmente de F e d. Em Lima et al.
(2005, p. 126-127), vocé encontrara alguns exercicios que garantem essa afirmagao.

Entretanto a demonstragdo dessa afirmativa é feita na disciplina de geometria
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analitica, quando estudamos as conicas, em especial a pardbola. No decorrer deste
curso, iremos construir o grafico, atribuindo valores a varidvel x e obtendo suas

respectivas imagens.

ExEercicios RESoLvipos:

Esboce o grafico das seguintes fungdes:

f(x)= x> —1
f(x)= —x* +1
SoLucgAo:

Construimos uma tabela, atribuimos valores a varidvel x e obtivemos as suas

respectivas imagens através lei de formagao y =f(x).

x y:xz—l X y=—x2+1
-2 3 -2 -3
-1 0 -1 0
0 -1 0 1
1 0 1 0
2 3 2 -3

Em seguida, marcamos cada ponto no plano cartesiano e os unimos, obtendo

assim os graficos (Figura 15).

(!
Cy=xat A y=-xt+1 4
3 3
[y 2
1 1
N /
< \1\ v € s / s>
i = - 17 A3 (Hl 1 g
. M
Y /111 \
[~ / - \
3 3
4 4
v A4

Figura 15 — Gréficos das fungdes f(x) = x" —1 e f(x) = —x’ +1
Ao esbogarmos os graficos desses exemplos, verificamos que, no primeiro
caso, o grafico tem concavidade voltada para cimae a=1>0, e, nosegundo caso,
o grafico tem concavidade voltada para baixo e a=—1<0. Portanto, concluimos
que a constante a determina se o grafico é concavo para cima (a>0) ou se é

concavo para baixo (a<0).
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3. CONGRUENCIA DAS PARABOLAS

Duas fungdes quadraticas f(x)=ax’+bx+c e gx)=a'x’+b'x+c'
possuem parabolas congruentes se a'==a. No caso de a'=a, a transformagao
de uma parabola na outra ¢é feita por meio de uma translagado horizontal seguida
de uma translagdo vertical. Se a' = —a, além das transla¢des horizontal e vertical,
devemos fazer a reflexdo em torno do eixo 0X (LIMA, 2005, p. 132-134).

E importante observar que a congruéncia de duas parabolas depende apenas
do coeficiente a e a'. J4 os coeficientes b, b', ¢ e ¢' determinam a posicao da
parabola em relagdo aos eixos. O valor c¢ ¢ a ordenada do ponto que a pardbola
intercepta o eixo vertical (eixo das ordenadas) e b é a inclinagao da tangente nesse
mesmo ponto. (LIMA, 2005, p. 137-139).

A figura 16 mostra a congruéncia de duas pardbolas.

A 4

A
N
o
N

'
=
N,
W,
i

v ‘

Figura 16 — Grafico que exemplifica uma congruéncia entre parabolas

4. FORMA CANONICA

~ L4 2
A funcao quadratica f(x)=ax" +bx-+c pode ser representada de uma
maneira mais conveniente, que facilita a sua andlise. Essa representacdo ¢ chamada
de forma canoénica. A forma canodnica ¢ obtida de modo que tenhamos o quadrado

da soma de dois termos, conforme o desenvolvimento a seguir:

. b b* c b’
X +—x+ +{——

2 2
a 4a a 4a

f(x):axz—I—bx—l—c:a[xz—{—hx—l—g]:a

a a

b\ dac—b’ b\ b® —4ac
f(x):a x+—| +|——||=a||x+—| -|——

2a 4a 2a 4a
f(x):a[x-l-ﬁ] - A2

2a 4a

Onde A =b*> —4ac é chamado de discriminante do trindmio do 2° grau.
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5. ZEROS OU RAIZ

Os zeros de uma fungao sao os valores de x tais que f(x) =0, ou seja, sdo os

valores nos quais a fungdo f intercepta o eixo x. Portanto,

2
f(x):axz—l—bx—l—cza[x—i—i] - A2 =0
2a 4a
Como a =0, temos:
2 2
A A A b+ VA
2a 4a 2a 4a 2a 4a 2a

Observe que as raizes dependem do valor de A, sendo assim, as raizes reais
dependem do fato de VA ser real. Portanto, devemos considerar os trés casos
seguintes:

1° Caso: A>0
—b+VA
— ¢

Nesse caso, temos duas raizes reais e distintas dadas por x, =

2a
—b—+A
X, =———.
2a
2° Caso: A=0
] e —b
Nesse caso, temos duas raizes reais e iguais dadas por x, =x, =—.
2a

3° Caso: A <0

Ja nesse caso, ndo existe VA €1IR, logo a equagdo ndo possui raizes reais.

Exercicros REsoLvinos:
Verificar o numero de raizes de cada fungdo do 2° grau abaixo:
f(x)=x"—3x+2
f(x)=x"—2x+2
f(x)=x"—4x+4

SoLucAo:
Como as raizes dependem do valor de A =b’ —4ac, temos:

A= (—3)2 —4-1:2=9-8=1>0, logo temos duas raizes reais distintas que

sdo:
—(-3)+1 341 _ 341 4 3-1 2
X = = ,ousgja: X, =——=—=2e X,=——=—=1
2-1 2 2 2 2 2
A=(-2)—4-1.2=4—-8=-4<0, logo a fungio nio possui raizes reais.
A= (—4)2 —4-1-4=16—16 =0, logo temos duas raizes reais e iguais dadas por
b —(-4) 4
X1:X2:_:M:—.
2a 2-1 2
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= 5.1 SIGNIFICADO GEOMETRICO DAS RAizES
SA IBA MAIS Geometricamente, os zeros de uma fungao

Para saber mais sobre a formula de Bhaskara,

consulte o site

quadratica sao as abscissas dos pontos onde a

parabola intercepta o eixo x.

https://brasilescola.uol.com.br/matematica

formula-bhaskara.htm. ExEmPpLO:
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Ao esbogarmos o gréifico da fungao

f(x)= x> —4x+3, temos:

y=x2-4x+3 1
3
2
1
T4 -3 -2 -1 N 2 47
-1
-2
-3
-4
v

Figura 17 — Grafico da fungio f(x) = x” —4x+ 3
Percebemos que os pontos em que o gréfico corta o eixo x possuem abscissas

x=1 e x=3, que sdo as raizes da fungao.

5.2 MAximos E MiNIMOS

O valor maximo de uma fungdo é o maior valor que ela assume em seu
dominio, ou seja, se y, € o valor maximo de y=f(x), entdo o y, >y para
qualquer y € Im(f) . Se a fungdo possui um valor maximo, entio ela tem um ponto
de maximo x,, €D(f), tal que f(x, )=y,

O valor minimo de uma fungdo é o menor valor que ela pode assumir em
seu dominio, ou seja, se y, ¢ o valor minimo de y=f(x), entdo y, <y para
qualquer y € Im(f) . Se a fungdo possui um valor minimo, entéo ela tem um ponto

de minimo x,, € D(f), tal que f(x, )=y, .

5.2.1. TEOREMAS

Para f(x)=ax’+bx+c, se a<0, a fungdo quadritica admite um valor

- . —A - ,
maximo, que é dado por y, :4—, e um ponto de maximo, que ¢ dado por
a
—b
Xy =—.
Y 2a



https://brasilescola.uol.com.br/matematica/formula-bhaskara.htm
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—-A

Se a>0, a fungdo f(x)=ax’ +bx+c admite um valor minimo y, =— e
4a
—b
um ponto de minimo x =—.
2a
Demonstragao )
) . . b A
Considere a fungdo na forma canénica y=a||x+—| ——|.
2a 4a

Considere agora a< 0. Entdo, o valor de y serd maior possivel quanto

menor for a diferenga da expressdo em colchetes na forma canénica, isto ¢, se

b .
X+—| —— for minimo.
2a 4a
Como —— ¢ uma constante, pois s6 depende das constantes a,bec e
4a

2 2
[x + —] >0 paratodo x real, entdo a diferenga sera minima quando [X + 2—] =0,

2a a
e b
isto é, quando x = ——.
2a
b . .
Portanto, para x = N e a< 0, temos um valor maximo que é dado por:
a
b b)Y A , A A
y:a————ZZO—ZZ——
2a  2a 4a 4a 4a

A demonstragdo do teorema II é andloga e é deixada como exercicio.

ExErcicros REsoLvipos:
Determine o valor mdximo ou minimo e o ponto de mdximo ou de minimo

das fungdes:
y= —x’+x— 2
9
y= 2x> —5x +2

SoLucAo:

Como a=-1<0, entdo a funcdo admite um valor mdximo que

g

¢ dado por y,= Calculando o wvalor do discriminante temos:

A=b"—4-a-c=1"—

KNS
O

—2 1 , . ,
. —1)- ? —=1——=—. Portanto, o valor maximo é:

9 1) ( 1) 1 e
Vi = =|—=—= :g; E o ponto de maximo é:

AULA 2
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Como a=2>0, entdo a fungdo possui um valor minimo. Calculando o
valor do discriminante A=b*—4-a-c, temos A=(—5)" —4-2:2=25-16=9.
-A -9 -9

Portanto, o valor minimo é y = =——=— ¢ o ponto de minimo ¢
4-a 4-2 8
b —(=5) s
2-a 22 4

m

6. VERTICE DA PARABOLA

-b A
O vértice da parabola f(x)=ax’+bx+c ¢ o ponto V[Z—, 4—], pois é o
‘a 4-a

ponto de maximo ou de minimo da fun¢ao quadratica.

ExErcicios RESOLVIDOS:

Determine o vértice das parabolas:

y:—xz—i—x—E
9

y=x2 —4
SoLucAo:
o —-b —A —b —1 1
O vértice é dado por V|—,——|. Logo, x, =—= =—, e como
2:a 4-a 2a 2-(—-1) 2
— 8
A=b’>—4dac=1"—4 (—1)-[—}21————, temos:
9 9
_1
A 9
T 4-(—1) 36
Portanto, o vértice é V[—, —]
36
—b 0 .. ,
Analogamente, temos X, :2—2520, e como o discriminante ¢
a
-A  -16
A=b’—4ac=0"—4-1-(—4)=16, entdo yV:4—:Z:—4. Portanto, o
a .

vértice é V(O, — 4) .

7. IMAGEM
Para determinar a imagem da fungio quadritica f(x)=ax’+bx+c,
2 2
considere-a na forma candnica y =a [x + —] ——,onde [x + —] >0 Vx€IR.
2a 4a 2a

Nesse caso, temos:
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A

Se a>0, a funcio possui  um valor minimo ——, portanto
4a
b)Y A A A —-A
y=a[x—|——] ——2y,=——,logo y>——/istoé,se a>0=y>—.
2a 4a 4a 4a 4a
Se a<0, a fungdo possui um valor miximo ——, portanto
4a
A A —A
y=a[x+—| ——<y,=——,isto¢, se a<0=y<—.
2a 4a 4a 4a

ExEercicios RESOLVIDOS:

Determine a imagem das fungdes:

1,
a) y:Ex +x+1
b) y=—x"+4

SoLucgAo:

1 —A
Como a=—>0,entdoaimagemédadapor y > ——.Calculandoovalorde A,
_(_1
1 Z
uE A
2
Como a=—1<0, entdo a imagem ¢ dada y < —= . Calculando A temos:

4a —1
A=0°—4-(—1)-4=16. Logo o conjunto imagem é dado por y < Y

\
<
V

| —
[¢]

1
temos A =1° —4-[—]-1:1—2:—1 . Portanto, a imagem é y >
2

1
escrevemos Im(f) = {y €IR|y> E} .

=y<4
e escrevemos Im(f)={y €IR|y <4}.

8. EIXO DE SIMETRIA

TEOREMA

O gréfico (figura 18) da fun¢do quadrédtica admite um eixo de simetria

perpendicular ao eixo x que passa pelo vértice. Ou seja, possui uma reta x =—.
2a

(-b/2a - ry) (-b/2a +ry)

< >
-4 2 6
-2
-4

Eixo de simetria

Figura 18 — Grafico de uma fungao do 2° grau e seu eixo de simetria
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9. SINAL DA FUNCAO QUADRATICA

Estudar o sinal da funcdo f(x)= ax’ +bx+c, com a=0, é determinar os
valores de x, para os quais a imagem da fungao é positiva, negativa e nula. Ou seja,
quando, f(x)>0, f(x)<0 e f(x)=0.

Pararesolvermos esse problema, devemos comegar analisando o discriminante
A e o que ocorre para que se chegue a seus trés valores possiveis.

1° Caso:

Se A<O0, entio -A>0, logo, da forma canénica, temos

feal
x+—| ——

af(x)=a’
( ) 2a 4a

2
,onde a’ é positivo [X +—] >0 (positivo ou nulo) e
2a

—-A
ol > 0 (positivo). Portanto, af(x) > 0 éumnumero positivo paratodox.Issoimplica
a
dizer que f(x) e a tém o mesmo sinal, ou seja, se a>0= f(x) >0 Vx,x€IR,
ou se a<0:>f(x)<OVx,x€IR.
Graficamente temos:

a<0

X v

<
Sinal de a

a>0 f(x)>0
f(x)<0

Sinaldea  +++

<€ y
< >

X

Figura 19 — Graficos que exemplificam caso em que A<O

ExEercicios REsorvipos:

Estude o sinal das fungdes:

a. y= x? —2x+2

b. y= —x'+x—1

Solucao:

a) Calculando o valor de A, temos A =(—2)"—4-1.2=-4<0,e a=1>0,
logo f(x)>0 Vx,x€IR.

b) Como A=1"—4-(—1)-(-1)=-3<0 e a=—1<0, entdo:

f(x)<0 Vx,x €IR
2° Caso:

Se A =0, entdo, da forma canoénica, temos:

b)Y o
X+—| ——
2a 4a

Portanto, temos af(x) >0, Vx, x €IR . Sendo assim, temos:

af(x) = a’
() -

b 2
:az[x—i——] >0

Sea>0=f(x)>0 Vx,xEIR—{xl}, ou seja, f(x) tem o sinal de a.

52

‘ Matematica Basica |



Se a<0=f(x)<0 Vx,xGIR—{xl},ou seja f(x) tem o sinal de a.

b
E f(x)=0 para x=x,,sendo x, =——.
2a
Graficamente, temos:
a>0 X, =X,
< . >
£(x)>0 : T x
AN
Sinal d
Sinal de a a<0 inatdea
/
+ +
< >
X, =X X

Figura 20 — Graficos que exemplificas caso em que A =0
ExErcicios Resorvipos:
Estude o sinal das fungdes:
y= x’ —2x+1
f(x)=—2x2 +8x—38
Solucao:

Calculando o valor do discriminante, temos A=(—2)"—4-1-1=0
b
e x,=——=x,=—=1. Como a=1>0, entio f(x)=0 se x=1 e
2a 2
f(x)>0, Vxe€IR—{1}.
—8
Calculando o valor de A, temos A =8"—4-(—2)-(—8)=0 e x,=—=2.
4

Como a=-2<0, entio f(x)<0, Vx€IR—{2}, e f(x)=0 para x=2.

3° Caso:
-b+VA x _—b—\/A
2_—'

Se A >0, temosduasraizesreaise distintas x, =
2a 2a

Utilizando a forma canonica, temos:
[ —b—+A ] [ —b+JA
= dx—

2a 2a

af(x)=a’ :az(x—xl)-(x—x2>

Portanto af(x) depende dos fatores (x —x,) e (X - X2> . Analisando todos
os valores possiveis de (x —x,) e (X —Xz) , temos:
O sinal de f(x) ¢ o sinal de a para todo x, tal que x <x, ou x>X,.

O sinal de f(x) ¢ osinal contrdrio de a (—a) paratodo x, tal que x;, <x <x, .

Graficamente temos:

1

Sinal de a Sinal de a

j '
A
[ ]
L ]
v

Figura 21 — Graficos que exemplificam caso em que A>0
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ExEercicios RESOLVIDOS:

Estude o sinal da fungio f(x)=x*—x—6

SoLucAo:
Calculando o valor do discriminante, temos A = (—1)" —4-1-(—6)=25>0.

—(—1)Zix/E=1j:5.

Calculando agora as raizes, temos x =

2-1 2
Entao, xlzl_—5:—2 e Xzzﬂ:}
2 2
Como a=1>0, temos:
& + Py B Py + »
) 2 3 X

Figura 22 — Gréfico da fungdo f(X) =X’ —x—6
Portanto:
f(x)>0 para x<—2 ou x>3
f(x)<0 para —2<x <3
f(x)=0 para x=-2 ou x=3

10. INEQUACOES DO 2° GRAU

A resolugdo de uma inequagdo envolvendo fungdes quadrdticas é feita de
acordo com o estudo do sinal, e este, por sua vez, depende do coeficiente a e do

discriminante A .

ExEercicio RESOLVIDO:

. ’ . . ~ 2
Resolva no conjunto dos numeros reais a inequagao x” —3x+2>0.

SoLucAo:
Queremos encontrar os valores de x, que tornem a sentenga verdadeira. Para
isso, comecaremos calculando o valor de A .
A=p’ —4ac=(—3)2 —4-1-2=9—-8=1>0, portanto temos:
—(-3)£V1 3+1 3-1 _341_,

,ouseja, x, =—=1e x
2-1 2 JaaETy : 2

Como a=1>0, a funcao ¢ positiva para os valores de x <1 e para x>2, e

¢é negativa para 1<x <2. (figura 23)
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Sinal de a

+ - +

1 2 X

Figura 23 — Solugdo geométrica da inequagao X’ —3x+2>0

Como queremos encontrar os valores de x que tornem a desigualdade maior
do que zero (positivo), o conjunto solugdo ¢, portanto, S = {x €IR|[x<1lou x> 2} .
Exercicio:
Agora é com vocé.
Determine o conjunto solugao das inequagdes:
a) —x*+x+6>0
b) —3x* —8x+3<0

Respostas:

s={xemr|-2<x<3}

1
s_{erR|x<—3 ou x>§}

11. CARACTERISTICA DA FUNCAO QUADRATICA

~ o 2 ~
A funcao quadratica f(x)=x transforma a progressao
aritmética de numeros naturais 1,2,3,--,n—1,n,n+1,--- na sequéncia
2 2 2 ~ 7 ~ . o
1,4,9,---,n"—2n+1,n",n" +2n+1,---, que ndo € uma progressao aritmetica.

Porém, a diferenca entre os termos consecutivos da sequéncia 3,5,7,---,2n+1,---
forma uma progressao aritmética. Isso nao é coincidéncia, pois as fung¢des quadraticas
f(x)=ax’+bx+c gozam da propriedade de que as diferengas sucessivas
d=y,—-y,, d,=y,—y, e etc formam uma _
progressao aritmética. A demonstracio desse I

teorema vocés encontra em Lima et al (2005, p. SAIBA MAIS
149-150). Para saber mais sobre o assunto, consulte o site:
https://www.somatematica.com.br/emedio

funcao2/funcao2.php
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AULA 3 Funcao modular e
funcao composta

Ola aluno(a),

Aposs termos estudado as principais funcdes polinomiais, estudaremos agora as
funcdes modulares e a composicao de fungdes, bem como as suas propriedades
algébricas.

Objetivos

e Compreender e aplicar o conceito de funcao modular
e Compreender e aplicar o conceito de fungcdo composta
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TOPIBU1 Funcao modular

OBJETIVOS
. Identificar uma fungao definida por varias sentengas
*  Construir e interpretar graficos de fun¢des modulares

. Obter solugdes de equagdes e inequagdes modulares

este topico, estudaremos os médulos, definiremos fun¢ao modular

e resolveremos equagdes e inequagdes envolvendo médulo. As

desigualdades que envolvem moédulo sdo muito utilizadas nas
demonstragdes de limites nas disciplinas de calculo.

O estudo do moédulo e da fungdo modular tem sido um desafio para os
professores, principalmente os do ensino médio, a comecar pelas defini¢gdes. Apesar
disso, um bom professor de matematica deve explorar asideias das diversas aplicagdes
do médulo em fungdes e na geometria analitica, a fim de estabelecer estratégias para

dinamizar com eficiéncia cada saber requerido no estudo do valor absoluto.

1. CONCEITOS PRELIMINARES

Consideremos a fungdo f:IR — IR definida por:

2, se x<0
f(x) =1x+2, se 0<x<2,eseugrafico estd ilustrado conforme figura 1.

4,se x>2

f(x) = 4

w A v o

Figura 1 - Fungdo definida por varias sentengas
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Essa fungao é definida por trés fungdes, logo ela é uma fungao definida por
varias sentengas.

E importante entender o comportamento de uma fungo definida por vérias
sentengas, pois uma fun¢do modular é uma fungdo definida por duas sentengas,

COmo VEeremos a seguir.

2. MODULO

Seja x um numero real, entdo o médulo ou valor absoluto de x é o proprio

valor de x se x for um numero positivo, e é o simétrico de x se x for negativo.

Denotaremos por:

X, se x>0
|x|=

—-X, se x<O0

Exemplos:
a. 2| =2
b. |-5|=—(-5)=
BT
c. —|=——|==
3 3 3

3. FUNCAO MODULAR

Funcdo modular é toda aplicagdo f:IR — IR que associa cada elemento

x €IR ao elemento |x| € IR. Denotaremos por: f(x)=|x].
X, se x>0
Como f(x)= |x| :{ , isto é, a imagem da fungdo modular
—x, se x<0

assume valores ndo negativos, o0 médulo é um valor absoluto. Portanto, o grafico

da fungio f(x)= |x| é:

A

4

3

" x y=Ix

! -2 2
33 29 IR ER NN -1 1

1 0 0

2 1 1

, 2 2

l

Figura 2 - Gréfico da fungdo modular
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4. CONSTRUCAO DO GRAFICO

Para esbogarmos o grafico de uma fun¢do modular, podemos proceder de
duas maneiras:

1° maneira:

Transformamos a fun¢do modular em uma fungao definida por duas

sentengas. Em seguida, esbogamos o seu grafico.

EXERCICIO RESOLVIDO:

Esboce o grafico da fungio f(x)=|x+2|.

SorucAo:
Seguindo a regra de moédulo e fazendo os calculos, temos

Xx+2, se x+2>20=>x>-2
f(x)=[x+2=

, atribuindo valores a variavel
—(x+2) se x+2<0=>x<-2

x conforme manda a funcgao, isto ¢, valores maiores ou iguais menos dois para a

expressdo x + 2 e valores menores que dois para a expressio —(x +2), conforme

tabela abaixo. Em seguida, marcamos os pontos obtendo assim o gréafico da fungao

f(x)=|x+2|.

Figura 3a - Processo da construcao do grafico da fungao modular

2 maneira:
Nesse método, esbogamos o gréfico da funcdo interna ao modulo g(x) e, em
seguida, fazemos o grafico da fungdo modular f(x)=|g(x)| da seguinte maneira:

Se g(x)>0, entdo f(x)=g(x), isto é, o grafico de f coincide com o grafico de

Se g(x)<0, entdo f(x)=—g(x), e o grafico de f ¢ simétrico ao grafico de

ExEercicio RESOLVIDO:

Esboce o gréfico da funcao f(x)=|x—2|.
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SorucAo:
Inicialmente esbogamos o grafico da fungio g(x)=x—2, que é a fungdo

interna ao modulo, atribuindo valores conforme a tabela abaixo:

A
4
; x| y=gl)
1 0 -2
4 -3 -2 1 ATy 1 =1l
T / 2 0
Z 3 1
P 4 2
-4

Figura 3b - Processo da construcao do grafico da fungao modular
Agora esbogamos o grafico da fungio f(x)=|g(x)|. Seguindo a regra, temos
f(x)=g(x) se g(x)>0, isto ¢ as fungdes f e g sdo iguais para valores de
x maiores ou iguais a dois. As fungdes f e g sdo simétricas para valores de x

menores que dois, ou seja, f(x)=—g(x) se g(x)<0 (figura 3c).

S

1

A4

Ut e

-3 -2 -1 1.2 .3 4
-1

Figura 3c - Processo da construgao do grafico da fungao modular

5. EQUACOES MODULARES

As equagdes que envolvem moédulos sdo chamadas equagdes modulares e

podem ser escritas nas seguintes formas:
Equagdes do tipo |f (X)| =k, onde k é uma constante positiva. Esse tipo de equa-
¢des sdo as mais simples. Para resolvermos, usamos apenas a defini¢ao de médulo

estudada anteriormente, ou seja, |f(x)| =k=f(x)=k ou |f(x)| =k=f(x)=—k

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva a equagao modular |2x - 3| =1.
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SorucAo:
Por definicdo do médulo, temos 2x —3 = %1. Fazendo os calculos, temos:
2x—3=1=2x=4=x=2o0u 2x—3=—1=2x=2=x=1. Portanto o con-
junto solucdo é S= {1, 2} .

Equagdes do tipo |f(x)|=g(x). Para resolvermos este tipo de equagdo,
devemos levar em conta que g(x) ndo pode ser negativo, ou seja, g(x)>0, uma
vez que g(x) é o valor de um médulo (valor absoluto). O processo de resolugdo é

andlogo ao anterior.

EXERcCICIO RESOLVIDO:

Resolva a equagio o [2x+4|=x+1.

SorucAo:
Para que a sentenga seja verdadeira, temos que considerar a condigao de

existéncia, isto ¢, a expressdo x+12>0 . Isso implica que x> —1.

Usando a defini¢do de médulo e fazendo os calculos, temos:

2x+4=x+1=x=-3
[2x +4|=x+1= ou

2x+4=—x—-1=3x=—5=>x=—
3

=5 . s A
Em que x=—3 e x =— ndo satisfazem a condigdo de existéncia x >—1.
3

Portanto a solugao é vazia, e escrevemos S = (o

ExERrcicios:

Resolva as equagdes modulares:

|2X — 5| =x-—1
|2x — 2| =3x +1
RESPOSTA:

s={2, 4}

.
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EXERCICIO RESOLVIDO:

Como resolver equagdes do tipo |2X - 3| + |x + 2| =47

SoLucAo:

Para resolvermos equagdes desse tipo, ou seja, equagdes que envolvem
operagdes com modulo, procedemos da seguinte maneira:

Analisamos cada expressao contida nos moédulos. Logo, usando a definigao

de modulo e fazendo os calculos, temos:

3
2x—3, se 2x—32>20=x>—
|2x —3|= 23
—2x+3, se 2x—3<0:>x<5

x+2, se x+2>20=>x>-2
x+2[=
—x—2, se x+2<0=>x<-2
Realizamos agora as operagdes necessarias, ou seja, somamos os dois médulos
|2x — 3|+ |x + 2|, levando em consideragio os intervalos onde eles sdo positivos e

negativos (defini¢do do médulo) (quadro abaixo)

—2 3/2
|2X—3| —2x+3 —2x+3 2x—3
|X—{—2| —x—2 X4 2 X 42
|2X—3|+|X+2| —3x+1 —X+5 3x—1

Transformamos a equagdo modular em uma equagao definida por vdrias
sentengas, nesse caso, em trés sentengas. Temos que considerar o intervalo de

existéncia de cada fun¢do. Portanto, teremos a seguinte sentenga:

—3x4+1, se x<-—-2

|2x = 3| +|x+2[={—x+5, se —2§x<§

3x—1, se x>—
L 2

Agora resolvemos cada sentenca, levando em conta cada condigdo de

existéncia. Fazendo os calculos, temos:
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i) para a primeira expressio —3x+1=4=x=—1. Esse valor ndo serve
como solugdo, pois ndo atente a condigdo x <—2.

ii) para a segunda expressao, temos —x+5=4=-x=1; e para a terceira,

5 5
temos 3x —1=4=x= ; . Portanto, o conjunto solugao é S = {1 , 5} .

6. INEQUACOES MODULARES

As desigualdades em que aparecem moédulos sdo chamadas de inequagdes
modulares. Elas podem ser:

Do tipo |f(X)| <k ou |f(x)| >k onde k é uma constante positiva. Esse tipo
de desigualdades modulares sio as mais simples.

Para resolvermos esse tipo de desigualdades, usamos a definigao de médulo,

isto é, X|<k<:>—k<x<ke|x|>k<:>x<—k ou x>k.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1. Resolva as inequagdes modulares:

|ax —6|>5
Bx—2|<4
SorucAo:

Das desigualdades de moddulos, temos |4x—6|>5, entao 4x—6>5 ou

4x —6 < —5 . Fazendo os calculos, concluimos que:

11
4x—6>5=4x>1l=x>—
4
|4x—6|>5:> ou

3
4X—6<—5:>4X<1:>X<E A

Portanto, o conjunto solugdo é dado por

«§, VOCE SABIA?

3 11
S={x€IR|x<= ou x>—¢.
2 4

Quando marcamos os elementos (X,y) no plano

Da desigualdade de modulos, temos ) )
cartesiano (IR”), eles surgem como as coordenadas

—2|<4. T impli —4 —2<4.
|3X | < §50 1mpflica que <3x < cartesianas do p(x,y) no plano (x = abscissas,

Fazendo os célculos, isto é, somando duas 7 = eclomecl) d ches Grimmeres OX ¢ O,

unidades a toda essa expressdo, encontramos que se intercepta na origem O do sistema de

—4+42<3x—2+4+2<4+2, o que implica coordenadas.

dizer que —2<3x<6. Se dividirmos toda a
I
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, 2 3x 6 . N
desigualdade por 3, teremos —E < ? < ; = _E < x < 2. Portanto o conjunto solugdo

2
é dado por S:{XEIR|——<X<2}.
3

2. Qual o conjunto solugdo da inequagdes |2x —6| —|x| <4-—x?
Solugio:

Esse tipo de inequagdo modular ¢ a mais complexa. Para resolvermos,
utilizamos um método andlogo ao utilizado na resolucao de equagdes modulares,
ou seja, estudamos o sinal dos moédulos e transformamos a inequagao modular
em uma inequagdo definida por vérias sentencas. Em seguida resolvemos cada

desigualdade.

Para o exemplo acima, iniciamos analisando os médulos |2x—6| e |X|

2x—6, se x>3
Ou seja, da definicio de modulo, temos |2x—6|:

X, se x>0
x| =

—X, Se x<O.

—2x+6, se x<3

Em seguida realizamos as operagdes necessdrias. Nesse caso, a diferenga dos

moédulos é |2x — 6| - |x , conforme esquema abaixo:

0 3
|2X—6| —2xX+6 —2xX+6 2x—6
—X X X
[
|2X—6|—|X| —x+6 —3x+6 X—6

Transformamos, os mdédulos em expressdes definidas por varias sentengas,

considerando os intervalos de existéncia de cada uma. Portanto,

2X—6|—|X| é

equivalente as expressoes:

—x4+6, se x<O0
|2x —6|—|x|=1—-3x+6, se 0<x<3

3
X—6, se x>—
2

Agora, resolvemos cada sentenga, considerando as suas respectivas condigao

deexisténcia. Paraaprimeiradesigualdade, temos —x + 6 <4 — x = 6 < 4 (absurdo).
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Ja para a segunda desigualdade, temos —3x+6<4—x=-2x<-2=x>1.
Como a condigdo de existéncia é que 0<x<3, entdo da intersegao dos
dois (ilustragdo abaixo), temos 1<x < 3. Finalmente a terceira desigualdade
x—6<4—x=2x<10=x<5. Como ¢ véalida para x >3, entdo da intersegao
dos dois (ilustragao abaixo), temos 3 <x <5. Portanto, a solugdo é dada por:

s={x€R[1<x<3}U{x€R|3<x<5}={x€IR[1<x<5}.

0 3 3
< L 4 o—> < P >
0 1 5
e e—— < ° >

=}
-
w
A
o w
@ Ul

A4

Figura 4 - Solu¢des da equagao modular

1

I, .
SAIBA MAIS

Para saber mais sobre fun¢des modulares, consulte

o site:
https://www.estudopratico.com.br/funcao-

modular/
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TGPICU 2 Fungao composta

OBJETIVOS
. Identificar uma composigao de fungdes
. Obter composi¢ao de fungdes

. Obter fung¢des conhecendo a composi¢ao de outras

ma vez que jd estudamos as principais fungdes algébricas,

passaremos agora a estudar a composicao de fung¢des. Estudaremos

a composicdo de fungdes, bem como a determinagdo de uma
funcao, a partir de sua composi¢ao com outras fungdes. As fungdes compostas sao
muito utilizadas, principalmente nas disciplinas de calculo, em que trabalharemos
com as derivadas e as integrais que envolvem esse tipo de fungao.

O professor de matemadtica deve estar atento as dificuldades dos alunos.
Buscando facilitar o entendimento sobre fungdo composta, é importante que o
professor, na medida do possivel, relacione as fun¢des com a composigao de outras
e mostre em que condigdes isso pode ocorrer, pois a grande dificuldade dos alunos
¢ identificar uma fungao composta, principalmente quando se estudam derivadas

de fungdes compostas (regra da cadeia).

1. DEFINICAO

Seja f uma fungao de um conjunto A em um conjunto B e seja g uma fun¢ao
de um conjunto B em um conjunto C, a fungdo composta de g e f ¢ uma
fungdo 1 de A em C em que a imagem de cada x é obtida pelo seguinte
procedimento:
Aplica-se a x a fungdo f, obtendo-se f{x).
Aplica se a f{x) a fungdo g, obtendo-se g(f(x)).
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Exemplo:

Dados os conjuntos A= {-1,0,1,2},B={0,1,2,3,4}eC={1,3,5,7,9}
e sejam as fungdes f de A em C definidas por f{x) = x* e g de C em B dadas por
g(x) = 2x+1.

Figura 5 - Ilustragéo da composigao de duas fungdes

Da figura 5 acima, temos f(2)=4, g(4)=9 e h(2)=9, ou seja,
h(2) = (g0f)(2) = g(f(2)) = g(4) =9

Para obtermos a lei de formagao da fungao composta i = gof, substituimos x
na fungio g(x) por f(x), ou seja, h(x) = (gof)(x) = g(f(x)) = 2x* +1.

Observe que a composigao gof s6 esta definida quando o contradominio da
funcdo f é igual ao dominio de g.

Para obtermos a lei de formagdo da fungdo composta h = gof , substituimos
x na fungio g(x) por f(x), ou seja, h(x)=(gof)(2)=g(f(2)) =2x" +1.

Note que a composta gof s estd definida quando o contradominio da

funcdo f é igual ao dominio de g.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1) Sejam as fungdes reais f e g definidas por f(x)=x’—+4x—5 e
g(x)=2x-3

a) Obtenha as leis que definam fog e gof.

b) Calcule (fog)(2) e (gof)(2).

c) Determine os valores do dominio da fungao fog que produzem imagem 16.

SorucAo:
Substituindo x na funcdo f pela fungdo g(x) e fazendo os calculos,

determinamos (fog)(x) = f(g(x)). Ou seja,
(fog) (x) = f(g(x)) = [g(x)] +4g(x) —5=(2x —3)" +4(2x—3) 5
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(fog)(x) =4x” —12x +9+8x —12—5=4x" —4x—8
Substituindo x na fungio g pela funcio f(x) e fazendo os calculos,
determinamos (gof)(x) = g(f(x)). Ou seja,
(gof)(x) = g(f(x)) =2f(x) —3=2(x" +4x —5)—3=2x" +8x—13
Uma vez que ja conhecemos as fungdes compostas, basta agora substituir o
valor da variavel x pelo valor de 2.
(fog)(2)=f(g(2))=4-2"—4-2—-8=0
(gof)(2)=g(f(2))=2-2"+8-2—13=11
Como (fog)(x) =16, entdo:
(fog)(x) = 4x”* —4x —8=16=4x" —4x—24 =0, que ¢ uma equagio do 2°
grau, cuja solugdo é S={-2, 3}.
Sejam as fungdes reais g(x)=2x—3 e (fog)(x)=2x>—4x+1, determine a

lei de formagdo da fungio f .

SoLucAo:
Como (fog)(x)= 2% —4x+1= f(g(x)) = 2x> —4x+1 e g(x)=2x-3,
g(x) +

entao, isolando o valor de x, temos x=

. Substituindo x por g(x) na

fungdo composta e fazendo os cédlculos, temos:

(g3 g +3
f(g(x))=2 5 4 5 ]—I—l
X 2—1—6 x)+9
f(g(x))zz[g( ) 4g() _2gfx) 641
tg00) = 2L 4 35001+ 2200 5
REC) 1
f(g(x) ==+ g(x)

2

X 1
Portanto, da composta de f com g, temos f(x)=—+x— S

x+4

Dadas as fung¢des f(x)=3x—m e g(x)=
(fog)x)=(gof)(x) Vx, xeR .

, determine m de modo que

SoLucAo:

Da composicao de fungdes, temos

(fog)(x):f(g(x)):f[X§4]:3[X§4]_m:X+4_m



(g0 0)x) = glf(x) = g (3x —m) = 2 = x4 20

(fog)(x):(gof)(x):>X—I—4—m=x—|—4_Tm:>4—m:4_Tm

12-3m=4-—m=3m—m=12—4=2m=8=m=4

/

L N A4
SAIBA MAIS

Para saber mais sobre esse assunto, consulte o site:
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/

superior/algebra/funcoes/funcoes.htm

Q

-

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

1) Esboce o grafico das fungoes:
a) f(x) = [2x + 4| = 3x +1
b) f(x):|x2 —3x—4|—|—x—2

2) Determine o conjunto solugado das equagoes:
a) [2x—3[=2x-3
b) [ +3[x-4=0

3) (UEPI) Seja f uma funcao real de variavel real dada por f(x) = |x = 3| -+ 5x . Podemos afirmar
corretamente que:

a) f é uma fungao par;

b) f ¢ uma fungao impar;

c) f é uma fungao crescente;

d) f é uma fun¢ao decrescente;

e) f(X) > 0 para todo nimero real X .

4) (UFPI) Sejam f e g fungdes de R em R definidas por f(x) = x* e g(x) = |x| . Entdo podemos afirmar
corretamente que:

a) fo g gof

b) f( ) Vx € R

c) gx (x)* ¥Vx € R

d) g( x) > f(x) ¥x € R

e) f(x) = g(x) ¥x € R, x > 0
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Outras fungoes
AU I_ A 4 elementares

Ola aluno (a),

Nesta aula, vamos dar continuidade ao nosso estudo sobre fungdes elementares.
Veremos, entéo, as funcdes sobrejetoras, injetoras, bijetoras, inversas, cubicas,
maior inteiro e reciproca, bem como as suas principais propriedades. Esse
conhecimento é muito importante para o professor de matematica compreender
0 comportamento de certas funcdes, principalmente quando estudar calculo
diferencial e integral.

Objetivos

e |dentificar injec&o, sobrejecao e bijecao de funcdes
e [nterpretar e analisar o comportamento de funcdes cubicas, maior inteiro e
reciproca
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~ Funcoes sobrejetora,
injetora, bijetora

OBJETIVOS

. Identificar fungdes injetoras, sobrejetoras e bijetoras
. Reconhecer injecdo, sobrejecdo e bijecao de fungdes

. Obter composi¢oes de fungdes injetoras e sobrejetoras

esse topico definiremos as fungdes sobrejetoras, injetoras e
bijetoras, bem como as condi¢des em que podemos obter essas

fungdes tanto do ponto de vista algébrico como do ponto de

vista grafico.

1. FUNGCAO SOBREJETORA

Uma fungdo de f de A em B ¢é sobrejetora se, e somente se, para todo y

pertencente a B existe um elemento x pertencente a A tal que f(x)=y.

Observe que, na fungdo sobrejetora, a imagem ¢é igual ao contradominio.

Figura 1 - Representagao de sobrejecao de A em B
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2. FUNCAO INJETORA

Uma fungdo f de A em B ¢ injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X,
e x, pertencentes a A4, se X, = x, = f(x,) = f(x,).
Veja que, para cada elemento distinto do dominio A, existe uma imagem

distinta em B.

Figura 2 - Representagao de injegao de A em B

3. FUNCAO BIJETORA

Uma fungao f de A em B ¢ bijetora se, e somente se, f é sobrejetora e injetora.
A funcgdo € sobrejetora, pois todos os elementos de B estdo associadas a
pelo menos um elemento de A, e € injetora, pois cada elemento distinto em A esta

associado a elementos distintos em B. Portanto f ¢ bijetora.

Figura 3 - Representagao de bijegao de A em B

4. CLASSIFICACAO ATRAVES DE GRAFICO

Conhecido o grafico de uma fun¢ido f, podemos verificar se ela é injetora,
sobrejetora ou bijetora. Para isso, tragamos retas paralelas ao eixo dos x, em todo o
contradominio de f, e analisamos da seguinte maneira:

1°) Se cada uma das retas cortar o grafico em um tnico ponto ou nao cortar

o grafico, a fungao € injetora.
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- N W A

f(x) = x

T4 -3 <2 -1

1.2 3 4

f:R*—>Rtalquef(x):l

A

v

X

Figura 4 - Reconhecimento de uma fungao injetora por meio do seu grafico

2°) Se cada uma das retas cortar o grafico em pelo menos um ponto, entdo a

fungdo ¢ sobrejetora.

f:R—R, talquef(x):x2

A

\

N

)

N w A

\

/

/

1
1

G334
-1

23 4

Figura 5 - Reconhecimento de uma fungao sobrejetora por meio do seu grafico

3°) Se cada uma das retas cortar o grafico em um unico ponto, entdo a fungao é

bijetora.
A
4
3 f(x)=x-1
2
1
4321 1123 47
2
3
i -
v _‘L

Figura 6 - Reconhecimento de uma fungao bijetora

SAIBA MAIS

por meio do seu gréfico

Essas fungoes sdo muito utilizadas no estudo da Para aprender um pouco mais sobre as fungdes

algebra. Portanto, ¢ de fundamental importancia que o elementares de que tratamos neste tépico de

aluno de licenciatura esteja atento as suas definigdes, nossa aula, consulte o site:
em especial as fungdes bijetoras, pois ela ¢ uma condigao http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/

necessaria e suficiente para que tenhamos uma inversao superior/algebra/funcoes/funcoes.htm

de fungdes, que estudaremos a seguir. L
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TGPICU 2 Func&o inversa

OBJETIVOS
.

Identificar se uma fung¢ao possui inversa

. Obter fungdes inversas de uma fung¢io dada

o tépico anterior, aprendemos a identificar uma fungao bijetora.
Estudaremos agora as fungdes inversas. Determinaremos também

ainversa de uma fungdo, bem como as propriedades e composigdo

de fungdes inversiveis.

1. CONCEITOS PRELIMINARES

Dados os conjuntos A={1, 2, 3, 4} e B={2, 4, 6, 8}.Sejaf uma fungao
definida por f(x)=2x.

ATENGAD! o

Figura 7 - Ilustragao de fungao que possui inversa
Se duas fungdes f e g sao inversiveis, entdo o

L . . . Veja que a fungao f ¢ bijetora, entdo a
dominio g € o conjunto imagem de f, € o conjunto

X
imagem de g é o dominio de f. relagdo g de B em A tal que g(x)=— ¢ também
2 2
D(g)=D(f"')=B
» uma fungao. Nesse caso, dizemos que g é inversa
Im(g) =Im(f™") = A

de f e escrevemos g=1f"".
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2. DEFINICAO

Se f é uma funcdo bijetora de A em B, a relagdo inversa de f de B em A é

chamada de fungdo inversa.

3. TEOREMA

Seja f: A — B . Arelagdo f ' é uma fungio de Bem A se, e somente se, f é bijetora.

A demonstragao desse teorema fica como exercicio proposto.

Como determinar a inversa de uma fun¢ao?

Para determinarmos a inversa de uma fungdo, usamos uma regra pratica que
segue 0s seguintes passos:

1°) Na sentenga y = f(x), fazemos uma mudanga de variavel, trocamos x por
yeypor x e, entdo, obtemos x = f(y).

2°) Transformamos algebricamente a expressio x = f(y), expressando y em

funcao de x e obtendo, assim, y=f'(x).

EXERCICIO RESOLVIDO:

Qual ¢ a inversa da fungdo bijetora f: R — R definida por f(x)=2x+3?

SorucAo:
Para resolvermos, permutamos as varidveis x e y na funcdo y=2x+3,

obtendo, assim, x=2y+3. Expressando y em funcio de x, temos

-3 _
x:2y+3:>2y:x—3:>y:XT. Portanto a inversa ' de R em R é dada

x—3
.

por ffl(x) =

EXERcCICIO RESOLVIDO:

Determine a inversa da fungio bijetora f: R — R definida por f(x)=x".

SorucAo:
Utilizando os passos descritos anteriormente, temos: y:X3. Entdo

x=y’ =>y=€/§ . Logo, a inversa é f’l(x):%/;,

AULA 4
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4. PROPRIEDADES DOS GRAFICOS DE f E '
Os graficos cartesianos de f e f~' sdo simétricos em relagdo a bissetriz dos

quadrantes impares (b,, ou y =x) no plano cartesiano (ilustragao abaixo)
x—3

’

A ilustragio mostra a fungao f(x)=2x+3 e a sua inversa f ' (x) 5

bem como a simetria com a reta y=X.

y=2x+3
y=x
y=(x-3)/2

/1/34’

N
o LN \
PE I - N W s

v

Figura 8 - Fungdes inversiveis e simetria com a bissetriz dos quadrantes impares

5. COMPOSICOES DE FUNCOES INVERSAS ENTRE SI

TEOREMAS:
Seja f uma fungao bijetora de A em B. Se f

(F e D) = (f(x) =x=1, e (f " = £)(y) = £ (E(y))

-1 . ~
¢ a inversa de f, entdo:

=y=I,,emquel, el
sao fungdes identidades.
Se as fungdes f de A em Be g de Bem C sio bijetoras, entdo (gof) ' =f 'og ™',

ou seja, a inversa da composta é igual a composta das inversas.

A demonstragao desse teorema é deixada como exercicio.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:
4x —3

Seja a fungdo de R —{—2} em R —{—4} definida por f(x)= .Qual ¢é

X+ 2

’ . —1 .
o valor do dominio de f~ com a imagem 5?

SorucAo:
Queremos encontrar um valor de a€ R —{4} tal que f™'(a)=5. Para isso

basta determinar a tal que f(5)=a.

45-3 17
a=£05)= 512 7

Sejam os conjuntos A:{X€R|X21} e B:{yER|X22} e a funcao f de
A em B definida por f(x)=y =x’ —2x+ 3. Obtenha a fungio inversa de f.
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SorucAo:

Veja que a fungdo f(x)=y=x"—2x+3 ¢ vilida para x>1 e y>2. Logo,
usando a regra pratica, ou seja, permutando x por y, temos x =y’ —2y +3 com
x>2ey2>l.

Expressando y em fungao de x, completando o quadrado da diferenga, temos:

v’ —2y+3=x=y —2-1.y+ I’ +3-1"=x
2 2 2
y —2y—|—3=x$<y—1> +2=x$(y—l) =x—2

y—l=fJx—2=y=1=+Vx—2

Portanto: y=1+ Vx—2 ou y=1— vx—2 . Como, para a fungio inversa
x>2 e y>1,asentenca y=1—+/x—2 ndo convém, entdo a fungao inversa pro-
curada e dada por f™'(x)=1++x—2.

E importante que vocg, aluno, verifique que esse exercicio anterior atende ao

teorema descrito acima.

AULA 4
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~ Funcdes cubicas, reciprocas
e maior inteiro

OBJETIVOS
° Construir graficos e interpretar o comportamento das
fungdes

. Conhecer dominio e conjunto imagem

ma vez compreendido o que vimos até aqui sobre fungdes,
analisaremos agora o comportamento de algumas fungdes, que

serdo fundamentais para o estudo de disciplinas posteriores.

1. FUNCAO f(x) = x*

1.1 DEFINICAO

E uma aplicagio f de IR em IR, que associa a cada x €IR o elemento x’ €IR.

E denotaremos por f(x)=x’.

1.2 GRAFICO

Para construirmos o grafico da fungao, atribuimos valores a x e determinamos

os valores de y (figura 9).

X y =x3

-2 -8

-1 -1 X
12 3 4

0 0

1

2 8

Figura 9 - Representagao do grafico da fungao ciibica
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~ 3 4 ~ . ’
Observe que a fungdo f(x)=x" ¢é uma fungdo crescente em R, isto é, para

. . 3 3
quaisquer x, € X, pertencentes aos reais com x, <X, , temos (xl) < (xz) .

ExERrcicio:

Construa o grafico das fung¢des definidas em R.
a. f(x)= x +1

b.  f(x)=(x+1)
c. f(x)= —x’
d.  fx)=(2-x)

2. FUNCAO RECIPROCA

2.1 DEFINICAO

E uma aplicagio f de R" em R’, que associa a cada elemento x€R" o

1
elemento — . E denotaremos por: f(x)=—.
X X

2.2 GRAFICO
A tabela a seguir ilustra alguns valores das varidveis x e y. Marcando esses

pontos no plano cartesiano, obtemos o grafico abaixo.

1 1 1 1
x |—a|3|=2|-1|-=|—=|=|=|1]2]|3]4
2 4 4 2
1] 1] 1 1 111
X 4 3 2 2 3 4
A
4
3
2
1
1
fx)=—= | == EFEEER N
X “1
2
3
4
v

Figura 10 - Representagdo do grafico da funcao reciproca
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Observe que a fungao reciproca nao estd definida para x =0 e sua imagem
€ o conjunto dos reais exceto o niimero zero. Isso implica que o gréfico da fungao
reciproca ndo corta os eixos x e y . Observe, ainda, que, para valores muito grandes
(infinitamente) ou muito pequenos (menos infinito ou infinitamente negativo), o
grafico tangencia o eixo x (¢ assintético); e, para valores proximos de zero, ele

tangencia o eixo dos y . Nesse dois casos o grafico ¢ assintotico.

ExErcicio:

Para as fungdes abaixo, esboce o grafico e determine seu dominio.

a f(x)le_l
b f(x):zix
‘ f(X>:|x—1i-l|
d. f(x):|X’i1|

3. FUNCAO MAXIMO INTEIRO OU MAIOR INTEIRO

3.1 DErINICAO

Euma aplicagdo fde R em R, que associa a cada elemento x€R o elemento

[X] , que ¢ o maior inteiro que nao supera x .

EXEMPLOS:

3.2 GRrAFICO
Para esbogarmos o grafico, atribuimos valores a x e determinamos o seu

maior inteiro. Em seguida, marcamos os pontos no plano cartesiano e os unimos.

ExEmrLO:

Construa o grafico da funcio f(x)=|x].
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Construimos uma tabela de valores e assim temos:

X y = IxI
—3<x< -2 -3 2
—2<x<—1 -2 e
2 *—0O
—-1<x<0 -1 o
{-4 2 2 4}
0<x<1 0 yun
1<x<2 1 Rk
*—O
2<x<3 2 -4
A4
3<x<4 3

Figura 11 - Representagdo do grafico da fungao maior inteiro
Observe que o gréfico da fungao é um grafico na forma de escada, a imagem

éo conjunto dos numeros inteiros Z e o dominio é o conjunto dos numeros reais.

ExERrcicio:

1) Construa o grafico das fungdes definidas em IR.

2. f(x)= §

b. f(x)= [BX]

c f(x)=[—x]
f(x)= [X — 2]

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

A fungio f: A — B ¢ dada por f(x) =+v1-x" .

1)
a) Determine o dominio de f, isto ¢, A = {x € R tal que exista f(x)}.

b) Determine a imagem de f , isto ¢, B = f(A) .
c) A fungao é injetora? Por qué?

d) Trace o grafico da fungao f .
2x+4

2) Seja a fungdo f em reais definida por f(x) = , esboce no mesmo plano cartesiano os

graficos de fe f! e faga uma analise geométrica de cada um.

AULA 4
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3) Esboce o gréﬁco das seguintes fungoes:

f(x):(x—1)
)f(x):u
d) f(x)=—
3x

e) flx) =——
x—1
f) gx) ==
|x

g) 800 =[3x]
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FuncOes exponenciais e
logaritmicas

Ola aluno(a),

Iniciaremos nossa aula com uma revisédo sobre poténcias e raizes. Em seguida
daremos inicio as fungdes exponenciais e logaritmicas. Estudaremos também as
principais propriedades e suas caracteristicas.

A funcdo exponencial € uma das mais importantes, pois muitos dos modelos
matematicos utilizam essas funcdes. Portanto, é fundamental que o professor
de matematica explore bem essa funcéo e mostre as suas inUmeras areas de
aplicagdes.

Objetivos

e Definir e aplicar as propriedades e operacdes basicas da poténcia e da
radiciacao no estudo das fungdes exponenciais e logaritmicas
e Conhecer e analisar as propriedades caracteristicas dessas funcdes




TGPICU -l Potenciacéo

OBJETIVOS
e Conhecer, identificar e utilizar as propriedades da
potenciagao

. Demonstrar algumas propriedades da potenciagao

esse topico iremos mostrar as propriedades da potenciagdo bem como

demonstrar algumas delas e utiliza-las na resolugao de exercicios.

1. DEFINICAO

Sendo a um numero real e #n um numero natural, (n>1), entdo

a"=a-a-a-...-a, onde a é a base e n é chamado expoente.
-

n fatores

ExempLOS:
a) 2’ =2-2-2=8. Veja que 2’ ¢é o niimero dois multiplicado por ele mesmo,
3 vezes. Ou seja, o expoente indica quantas vezes a base vai ser multiplicada por
ela mesma.
b) (=2)" =(=2):(=2)-(2)-(-2) =16

o~ , , ~ 0
Por defini¢ao, se a é um nimero real, entdo a- =1 e a =a.

EXEMPLOS:
a) 3" =1
b) (—2)° =1
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2. PROPRIEDADES DAS POTENCIAS

Sendo a e b numeros reais e n e m numeros naturais, entdo sdo validas as

seguintes propriedades:

m

I) a"-a" =a™"": produto de bases iguais, conservamos a base e somamos o

expoente.

Exempro: 2°-2° =27 =2°

a _ . . . ,
II) —= a" " quociente de bases iguais, conservamos a base e subtraimos
a

0s expoentes.

8—5 3
EXEMPLO: =3""=3

wmlw

n g . .
I11) (am> =a"" : conservamos a base e multiplicamos os expoentes.

ExeEmrLO: <32 )5 =3"

V) (a . b)n =a"-b": cada base elevada a0 mesmo expoente.

4
Exempro: (2-3)" =2".3
“n 1 , ~ - ,
V) a " =—:sendo a um ntimero nao nulo, entdo um numero elevado a um
a

expoente negativo € igual ao inverso da poténcia positiva.

1
ExEmpLo: 2> = -

n n
a A . , . . A
VI) [—] = Y . a potencm do quoc1ente € 1gual ao qUOCICDte da potenc1a.

3

2 32
ExempLoO: [—] =—
4

4
Demonstraremos aqui a propriedade II. As demais sdo deixadas como

exercicio.
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DEMONSTRACAO:
n
. ~ a -m .
Demonstraremos por indugdo que — =a" " ¢ verdadeira.
a
Consideremos m fixo.

A propriedade é verdadeira para n=0, pois:

Suponha que a propriedade seja verdadeira para n=k, isto &,

k

- a . : .
a“™ =— . Mostraremos que é verdadeira para todo n=k +1, ou seja,
am
ak-H
AT =2 De fato:
m
a
2 2t
k+1— k+1 - k -
a+ m:(a )-am:(a -a m).a:_.a:
m m
a a

EXERCICIO RESOLVIDO:

Utilizando as propriedades das poténcias, simplifique as expressoes:

2n+2 _ 2n
a] E = 3 . 2n+1
3n+2 +3n+l
b) E = 2 . 3n+1
SoLucAo:
a) Como 2" =2"-2" ¢ 2" =2"2 entio podemos reescrever a expressio,

de outra maneira:

2n+2_2n _2n'22_2n

E= —= Fatorando o numerador e efetuando as
3.2 3-2".2
operagoes, temos:
2"(2-1) n
E=——. Simplificando os termos comuns, neste caso 2" | temos
6-2"
4—-1 3 1
E=———=—=— .
6 6 2

2 2 1 ~ ~ .
b) Como 3""* =3".3% ¢ 3" =3".3, entdo a expressio pode ser escrita como

n 2 n
E= 33 %3 3 . Fatorando o numerador e efetuando as operagdes, temos
2:3"-3
3"(3°+3 943 12
E= M . Simplificando, chegamos a E = L =—=2.
6-3" 6 6
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TGPICU 2 Radiciacéo

OBJETIVOS
. Conhecer e utilizar métodos matemadticos para
resolver raiz enésima aritmética

. Realizar operagdes envolvendo radicais

esse topico estudaremos a radiciagdo e suas principais
propriedades e operagdes envolvendo radicais, bem como utiliza-

las na resolugao de exercicios envolvendo radicais.

1. DEFINICAO

Sendo @ um numero real ndo negativo e n um numero inteiro, define-se

Ya=be b =aeb>0.

ExEmPLOS:
a)fB=252"=8¢2>0
b)V9=3&3"=9¢3>0
)do=0&0=0ec0>0

2. PROPRIEDADES DOS RADICAIS

Se o radicando for ndo negativo, entdo sio validas as seguintes propriedades:

I) %/a.&/b =%/a.b : conservamos o radical e multiplicamos o radicando.

Exemrro: 335 =335=35
ofa

a
1I) b = I\l/g : conservamos o radical e dividimos o radicando.

‘ TOPICO 2 ‘ 87




. NE) [
XEMPLO: —— =—2|—
2 N2

n k k . . . ~ .
I1T) Va"* =%/a* : conservamos o radicando e simplificamos a poténcia e o
indice.
Exempro: V5" =5 =R/5° =3/25
k
k N . N N .
V) (Q/;) =4/a" : conservamos o radical e elevamos o radicando a poténcia

do radical.

4
EXEMPLO: (2/5)4 =3/8" :(3 23> =2"=16

V) {/%fa ="4/a : conservamos o radicando e multiplicamos o indice do radical.
Exempro: /5 =45

Demonstraremos a propriedade 1. As demais sdo deixadas como exercicio

para vocé resolver.
Operando x = ¥/a&/b, encontramos
x" :(%.{’/EY :({’/a_)n‘({‘/g>n :a'b:abéx:m. Como XZQ/;.Q/B, en-
tio Ya¥/b=4ab.

3. SIMPLIFICACAO DE RADICAIS

Mostraremos aqui como se da a simplificagdo de um radical. Para facilitar a

compreensao, recorreremos a resolugdo de exercicios. Vamos 13?

EXERCICIOS RESOLVIDOS:
1. Como simplificar o radical /50 ?

SoLucAo:

Fatorando o radicando em fatores primos, temos:

[9219;1:8]

Ou seja, 50 = 2.5%. Assim, reescrevemos o radical /50 = /2.5 _
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Usando as propriedades 2 e 3, temos: /50 =+/2.5* = \/5\/5_2 =52.
2. Agora simplifique o radical v160.

SorucAo:
Seguindo os mesmos passos do exemplo anterior, ou seja, recorrendo a

fatoragdo em numeros primos, temos:

160 2
80 2
40 2
20 2
10 2

5 5
1

Ou  seja, 160 = 2.5 .Portanto, reescrevendo o radical, utilizando as

propriedades 2 e 3 e efetuando as operagdes, temos:

J160 = V25 =\2' V245 = 224245 = 4410

4. OPERACOES COM RADICAIS

Podemos realizar as quatro operagdes basicas envolvendo radicais. Para
realizarmos essas operagdes, verificamos se os radicais sao comuns ou nao. No caso
de os radicais serem comuns, as operagdes da adigado e subtragao sio feitas somando
ou subtraindo os coeficientes dos radicais. Para o produto e divisao, multiplicamos
ou dividimos os coeficientes e multiplicamos ou dividimos os radicandos. No
caso de os radicais serem diferentes, reduzimos ao mesmo radical e em seguida
procedemos como no caso anterior. Nos exercicios a seguir, mostraremos esse

procedimento.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

Efetue as seguintes operagdes:

a.  65+35—-45
b. 4484318

C. 33/5.5%/5

d.  4av6:23

SorucAo:
a) Para a soma e a subtragdo, nos casos em que os radicais sao comuns,
fatoramos os radicais e realizamos as operagdes (soma ou diferenga). No item a, J5

¢ comum. Logo, fatorando e realizando as operagdes, temos:
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635 +3v5 — 45 =/5(6+3—4) =55
b) Para a soma e subtragdo, se os radicandos sao diferentes, reduzimos ao

mesmo radicando e em seguida procedemos como no item anterior.

»—w\o;
w W N
— DN o
NN

Logo, temos \/17:\/%:\/37.\/5:3\/5 e Jg:m:\/?.ﬁZZﬁ.
Realizado, entdo, as operagdes, temos:
48 + 318 =422 +33V2 =82+ 92 =172

c) Para o produto, se os radicais forem iguais, multiplicamos os coeficientes e

multiplicamos os radicandos. Logo, efetuando as operagdes, temos:

332503 =(3.5)(1235) =156

d) No caso da divisdo, se os radicais forem comuns, dividimos os coeficientes

e dividimos os radicandos. Logo, efetuando as operagdes, temos:
46 4 |6
N Y
243 2\3

Uma vez revisadas as propriedades e operagdes envolvendo potenciagao e

radiciagdo. Agora vocés estdo aptos a estudar as fung¢des exponenciais e logaritmicas.
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TOPICU 3 Fungéo exponencial

OBJETIVOS

*  Identificar uma fungio exponencial
exponencial

exponenciais

° Construir e interpretar graficos

ma vez revisadas as propriedades bdsicas da potenciagdo, iremos
agora estudar a fungdo exponencial. Também estudaremos as

suas propriedades caracteristicas e resolveremos equagdes e

inequagdes exponenciais.

1. DEFINICAO

Fungdo exponencial é toda aplicagiao f de R em Ri que associa a cada

elemento x o elemento a*, onde a é um nimero real positivo e diferente de 1.

ExEmpros:
a) f(x)=2"
b) f£(x) = [é]
c) g(x)=3"
3 g0=[3]

A definigdo da fungdo f(x)=a" atende as seguintes propriedades, para
quaisquer x,y€R:

. +
ija*-a’=a";

AULA S

. Identificar as propriedades caracteristicas da fungao

° Determinar solugdes de equagdes e inequagdes
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ii)a' =a;
iif) x<y=-a" <a’ quando a>1e x<y=-a*>a’ quando 0<a<l.
Essas propriedades podem ser observadas ao esbocarmos os graficos das
fungdes exponenciais.
O grafico da fungdo exponencial ¢ feito atribuindo valores a x, e obtendo o

correspondente em y, pela aplicagdo y =f(x)=a".

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

Esboce o gréfico das fungdes e determine o dominio e a imagem.

a) f(x)=2%
s
b) f(x):[g]
SoLucAo:

Atribuindo valores a x, para as fung¢des acima, temos os seguintes valores

descritos na tabelas abaixo:

X —2| —=1|0]|1]2
)y | L L li]2|a
4 2
» 2 [ =1 Jo J1 o
b) x| 4 2 1 1 1
y=(3) > |3

Marcando os pontos no plano cartesiano e unindo-os, obtemos os graficos a

seguir:
A A
4 4
3 3
2 2
a) A b) ST
A2 23 4322 3 4n
2 -2
3 -3
4 -4
v v
Figura 1 - Grafico da fungao expo- Figura 2 - Grafico da fungao

ial f(x)=2" !
nencia (X) exponencial f(X) = [%]
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Observe que a fungdo y =2" ¢ uma fungao crescente, nesse caso a=2>1,

~ N 1 1
e a fungdo y= (3) ¢ decrescente, nesse caso a= 5 e 0< 5 <1. Portanto,
podemos dizer que, se a>1, a fungdo y = a™ é crescente; €, se 0 <a<1, afungio é

decrescente.

Além das descritas anteriormente, a fun¢ao exponencial tem ainda essas outras
propriedades:

iv) Toda fungio f:R — R, definida por f(x)=2a", com a>0 e a=1 ¢
bijetora, isto ¢, é sobrejetora e injetora.

v) A fungdo f(x)=a", com a=1 éilimitada superiormente, isto é, se a>1,
a® cresce sem limites para x muito grande, enquanto se 0<a<l, a* cresce
muito para x <0 (Figura 1 e Figura 2 acima).

vi) A fung¢do exponencial ¢ continua.

A continuidade de uma fungdo sera tratada na disciplina Calculo I.

2. CARACTERIZACAO (TEOREMA)

Seja f:R— R uma fungdo monétona (crescente ou decrescente) injetiva.

Entdo as seguintes afirmacdes sao equivalentes:
i f(nx)=|[f(x)|" paratodo n€Z etodo xER;
ii.  f(x)=a" paratodo x€R, onde a=f(1);
iii.  f(x+y)=f(x)-f(y) para quaisquer x,y €R.

A demonstragao desse teorema vocés encontram em Lima (2006, p. 183-184).

3. FUNCAO EXPONENCIAL DE BASE €

A fungdo exponencial de base e éa fungdo f: R — R definida por f(x)=¢€"
ou f(x)=exp(x), onde o nimero irracional e =2,718281828459 ¢ o tinico numero
real positivo tal que a drea da hipérbole H; é igual a 1 (LIMA, 2006, p. 200-201).

Esse numero também ¢é mostrado na disciplina Cdlculo 1, como sendo

. x|’
e=lim|l1+—] .
X—00 n
ExErcicro:
Curva de aprendizagem é um conceito criado por psicélogos que constataram
a relagdo existente entre a eficiéncia de um individuo e a quantidade de

treinamento ou experiéncia possuida por esse individuo. Um exemplo de curva de
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' onde: Q ¢ a quantidade de

aprendizagem ¢é dada pela expressao Q =700 —400e
pecas produzidas por um funciondrio; t meses de experiéncia e € = 2,718 (numero
de Euler).

De acordo com essa expressao, quantas pegas um funciondrio com dois meses
de experiéncia deverd produzir mensalmente?

E um funciondrio, sem qualquer experiéncia, quantas pecas deverd produzir

mensalmente?

SoLucAo:
Para o funciondrio com dois meses de experiéncia, o tempo ¢ t=2.
Logo, substituindo ¢ por dois na equagao e fazendo as operagdes, temos:
Q(2)=700—400-¢ *** =552,84 2553
Para o funciondrio sem experiéncia o tempo é zero (t=0). Portanto,

realizando as operagoes, temos Q(O) =700—400-¢ **° =300.

4. EQUACAO EXPONENCIAL

Equacgdo exponencial é toda equagdo em que a varidvel ou incognita aparece

no expoente de uma ou mais base positiva e diferente de um.

EXEMPLOS:
a) 2" =4
b) 3% =2%

c) 9" —10-3"4+9=0

SoLU¢A0 DE UMA EQUACAO EXPONENCIAL
Para resolvermos uma equagao exponencial, usamos a primeira propriedade,
ou seja, reduzimos a equagao a uma mesma base, e em seguida trabalhamos com os

expoentes.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

Resolva as equagdes no conjunto dos nlimeros reais:
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SorucAo:
a) Reduzindo 27 e 8 a fatores primos, temos 27 =3’ e 8 =2’. Logo, a equagio
fica:
3 3’ 3

(;)x =Z= ;—i Valendo da propriedade 6 da potenciagdo, temos = (5)3 .

Portanto (%)X = (%)3 . Como as bases sdo iguais, entdo x =3 easolugdo ¢ S= {3}.

b) Seguindo a mesma forma de resolugao do item anterior, temos:
4" =16=4"&x=2
s={2}
c) A equagdo 3" —5" =0 ¢ equivalente a equagdo 3" =5". Como 5 =0
para todo x, entao dividiremos a equagao por 5.

X X .~ A . 0 —_—
% =% = & =1. Da defini¢do de poténcia, temos & = 1, paratodo a Logo,

1= (%)O , € a equagao fica (%)X = (%)0 = x=0. A solugdo é, portanto, S={0}.
d) Reduzindo 9 a fatores primos, temos 9 = 3%, Logo, podemos reescrever a
equagio 9* —4-3* +3=0=(3*) —4-3* +3=0 ou (3*) —4-3 +3=0.
Fazendo uma mudanga de varidvel, t=3", temos t'—4-t+3=0, que ¢

uma equagdo do 2° grau na variavel ¢. Resolvendo, temos:

A=(—4)—41:3=16—-12=4, logo t =2 — 22 poranto, t, =22 =1
et,=4+=3.

Substituindoosvaloresde t em t = 3* ,temosparat=1=3"=1=3"=x=0

epara t=3=3"=3=3'=>x=1"
Portanto a solugao é S:{O, 2}.

5. INEQUACOES EXPONENCIAIS

Toda inequagao cuja incognita aparece no expoente de uma base positiva e

diferente de 1 é chamada de inequagdo exponencial.

ExEmpLOS:
a) 4x < 2x+l
b) 3" +2.3" >11
) 9" —4-3" +27>0

RESOLUCAO DE UMA INEQUACAO EXPONENCIAL
A solugdo de uma inequagdo ¢ feita com base na propriedade (iii) da
fungdo exponencial. Ou seja, reduzimos as bases a um fator comum e em seguida

verificamos se a fungio é crescente ou decrescente.

AULA S
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Se a fungdo é crescente a™ >a™ =>x, >x,, o sinal da desigualdade se
mantém para os expoentes. Ja se a fungao ¢ decrescente a™ >a™ = x, <X,, o sinal

da desigualdade se inverte para os expoentes.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1. Resolva em IR a inequagdo 57" >25"*

SorucAo:

_ x x— x+2
Reduzindoamesma base, temos 25 =5".Logo 5" >25""* fica 5" > (52) .

3x—1 2x+4

Aplicando a propriedade (3) poténcia temos que 5  >57"", como as bases sdo
iguais e a fungao é crescente, o sinal da desigualdade permanece para os expoentes.

3x—1>2x+4=3x—2x>4+1=x>5 eescrevemos S={x € R|x>5}.

1 2x—5 1 x+1
2. Resolva em IR a desigualdade [g] < [Z] .

SorucAo:
11 (1Y 1 1 (1Y
Temos g 2_3_ 5 4 2 o . Entdo podemos reescrever a inequagao
2x—5 x+1
<

CIRCARE

1
Como a base 0 < 5 <1, entdo a desigualdade se inverte para os expoentes.

17
Portanto temos 6x—152>2x+2=>6x—2x>2+15=4x>17=x>—, e a
4

solucgao é:

S:{X€R|X2£}
4

1
N—AH
SAIBA MAIS

Para saber mais sobre o assunto, consulte o site:
http://www.somatematica.com.br/superior/logexp/logexp4.php Agora resolva os exercicios propostos, e
pesquise mais em livros para melhorar os seus conhecimentos que serd de muita utilidade no estudo das

fungdes logaritmicas.
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TGPICU 4 Funcéo logaritmica

OBJETIVOS

*  Conhecer logaritmo e suas propriedades

*  Construir e interpretar graficos de fungdes logaritmicas

. Determinar dominio e conjunto imagem de funcao
logaritmica

. Obter solugdes de equagdes e inequagdes logaritmicas

studamos agora a funcdo logaritmica, bem como as suas

propriedades caracteristica. Resolveremos também exercicios

envolvendo equagdes e inequagdes e que tenha algumas aplicagdes
dos logaritmos.

Segundo LIMA(2006, p. 191), os primeiros logaritmos estudados foram os de
base dez. No entanto sdo os logaritmos de base dois que desempenham importante
papel nas ciéncias da computagdo, uma vez que surgem naturalmente em sistemas
numéricos bindrios. Os logaritmos naturais, por sua vez, sdo mais utilizados,
principalmente aquelas que envolvem o uso do calculo infinitesimal. Portanto, os
alunos de licenciatura devem, ficar bem atentos aos logaritmos naturais, bem como a
sua fungdo inversa, que ¢ a fungao exponencial de base e, pois muitos dos problemas

da Fisica, das engenharias e de outras ciéncias sao modelados por essas fungdes.

1. LOGARITMO

1.1 DEFINIGAO

Sejam a e b numeros reais positivos, com b=1, chama-se logaritmo de a
na base b o expoente que se deve dar a base b de modo que a poténcia seja

igual a a.
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1.2 NoracAo
Seae b€IR, e a>0 e 0<b=1, entdo log,a=x4<b"=a.
Nessas condigdes,
b é a base do logaritmo;
a é o logaritmando;

x € o logaritmo de a na base b.

ExempLoOs:
a) log,16 =4, pois 2" =16.

1 1
b) log, — =—5, pois 2> = —.
) g3 P s

c) log,3=1, pois 3' =36.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:
1. Usando a definigao calcule os seguintes logaritmos:
a) log, 8
b) log, 8

2

c) log,, 32

SoLucAo:
a) Por definigdo, temos log,8=x. Logo 4* =8, isto é, uma equagao
exponencial. Resolvendo, temos:

x 3 < 3
4" =8=(2") =2’ =2" =2’ = 2x=3=x="1. Entlo, log,8=".
2
b) Usando o mesmo raciocinio, encontramos:
1 * —1\¥ 3 —x 3
log, 8 =x == =8=>(2") =2=2"=2"= x=3=x=-3
2
c) Analogamente, temos:
X 4\* 5 4x 5 5
log,32=x=16"=32=(2") =2’ = 2" =2 =2 4x=5=>x=—.
4

5
Portanto, log,32=—.
4

1.3 PROPRIEDADES:
Trabalharemos agora as propriedades dos logaritmos. Essas propriedades
sdo de fundamental importancia para o aluno, pois, por meio delas, reduziremos

céalculos longos e exaustivos a simples operagdes.
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Sejam a, b; c nimeros reais positivos e b=1. Entao sdo vélidas as seguintes
propriedades:

O logaritmo da unidade em qualquer base ¢ igual a zero.

I) log,1=0

Se o logaritmando e a base sdo iguais, entdo o logaritmo ¢ igual a 1.

IT) log, b=1

A poténcia de base b e expoente log, a ¢ igual a a.

III) b*** =a
Logaritmo da poténcia ¢ o produto do expoente da poténcia pelo logaritmo

sem a poténcia.

1V) log, a" = nlog, a

Logaritmo do produto ¢ a soma dos logaritmos.

V) log, (ac) =log, (a) + log, (c)

Logaritmo do quociente ¢ a diferenga dos logaritmos.

a
VI) log, [Z] = log, (a) ~ log, ()
Mudanga de base o logaritmo pode ser escrito em qualquer base positiva e

diferente de 1.

1
VII) logba:M,Vk,O<k¢1
log, b

k

Demonstraremos aqui as propriedades (iii) e (v). Faga as demais como

exercicio.

DEMONSTRAGAO DE (111):
Sejam a, b nimeros reais positivose b =1, entao, por defini¢ao de logaritmo,

temos log,a=x < a=>b". Como b* =b"* = b"*** =a.

DEMONSTRAGAO DE (V):
Sejam a, b e ¢ nlimeros reais positivose b=1, e sejam log,a=x<4<a=b" e
log,c=y < c=Db". Logo temos a-c=b"-b’ =b*"’ e, da definicao da inversa da

exponencial, temos log, (a.c)=x+y = log, (a.c) =log, (a) + log, (c)

AULA S
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EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1.Se log2=a e log3=">b, coloque em fun¢ao de a e b os seguintes logaritmos

decimais:
a. log6
b. log4
c. log12
d. logy2
e. log0,5
f. log20
g. log5
h. logl5
SoLucAo:
a. Como 6=2.3, entdo usando a propriedade (v) temos,
log6 =1log(2.3)=1og2+1log3=a-+Db. Assim, logb=a+b.
b. Como 4=22, entdo wusando a propriedade (v) temos,
log4 =log(2.2) =log2+log2=a+a=2a. Assim, log4d=2a.
c. Como 12=4.3, entdo usando as propriedades (v) e (iv) temos,
log12=1log(4.3)=1log4 +log3=2a+b. Assim, logl2=2a-+b.
1
d. \/E =22, entao usando a propriedade (iv) temos,
1
- 1 1 a
lo \/E:lo 22 =—log2=—a=-—
g g 5 g 5 i
Assim, log\/z _2 .
2
e. 0,5= E =2"", entio wusando a propriedade (iv) temos,
1 —1 .
log0,5= logg =log2 " =—1llog2=—1l.a=—a. Assim, log0,5=—a.
f. 20=2.10, entdo wusando as propriedades (v) e (ii) temos,
log20 =log(2.10)=1log2 +1logl0=a+1=1+a. Assim,
log20=1+a.
10 N . .
g. 5= P entdo  usando a  propriedade  (vi)  temos,
10 .
log5= log[?] =logl0—log2=1—a. Assim, logs=1—a.
h. 15=3.5, entdo usando a propriedade (v) temos,
logl5=1log(3.5)=1log3+logs=b+1—a=1—a+b. Assim,
logl5=1—a+b.
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2. Sabendo que log,,2=a e log,,3="b, calcule log,5 .

SoLucAo
Como conhecemos log,, 2=a e log,, 3=Db, faremos uma mudanga de base. Nes-

se caso, para base 20. Assim temos:

20
log, 5= log,, 5 _ log. Z _ log,, 20 —log,, 4 _ 1—log,, 2? _ 1—2log,, 2
log,,6 log,,2.3 log, 2+log, 3 a+b a+b
log, 5= 12
a+b

Nesse aplicamos as seguintes propriedade (vii), (vi), (v), (ii) e (iv).

3. Calcule o valor da expressao E=1log, 5-log,; 27 .

SoLucAo:

Fazendo uma mudanga de base, e nesse caso mudando para a base 3, temos:

log, 27 log, 3’ 3log, 3
E:log35-log2527:log35-£zlog3 25 2:log35-i
2,25 log, 5 2log, 5
31 3
E:—:—
2 2

2. FUNCAO LOGARITMICA

2.1 DEFINICAO

Dado um numero real b (0 <b=1), chamamos fungao logaritmica de base b
a fungao de IR*+ em IR que associa a cada x o numero log, x. E escrevemos

f(x)=log, x.

ExempLos:
a. f(x)=log, x
b. f(x)=log, x
2
c. f(x)=logx
f(x)=1Inx

AULA S
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2.2 GRAFICO
Para esbogarmos o grafico, atribuimos valores a varidvel x e determinamos

os correspondentes em y. Em seguida, marcamos os pontos no plano cartesiano e os

unimos, obtendo assim o grafico.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

Construa o gréfico das fungdes a seguir:

a) f(x)=log, x

SoLucAo:

X T + < 1 2 4 8
y -3 -2 -1 0 1 2 3
A
4
3
2
1
AW EK WK LA i

-2
-3
-4

v
Figura 3 - Gréfico da fungio logaritmica crescente f(x) = log, x

b) f(x)=log, x

2

X 5 + 1 1 2 4 8
y 3 2 1 0 -1 2 3
A
4
3
2
1
APEE N FLNe S i
i)

3
-4

v

Figura 4 - Grafico da fungao logaritmica decrescente f(x) = /Og, X
2
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Observe que f(x)=log,x ¢ uma fungdo crescente, e f(x)=1log, x ¢
decrescente. Na primeira fungio, a base ¢ 2>1; na segunda, ¢ 0 <1 <1. Podemos
concluir, portanto, que a fungao y= logb x ¢é crescente se b>1 e decrescente se
0<b<l.

Veja também que o dominio da fungao é R:r, e a imagem ¢ R.

2.3 PROPRIEDADES
As propriedades que citaremos a seguir sdo fundamentais para que
possamos fazer a analise de uma determinada funcao. E justamente por meio dessas

propriedades que podemos tirar varias conclusdes. Vamos conferir?

As fungdes f(x)=log, x e g(x)=Db" sio inversas entre si.

2. A funcao f(x)zlogbx é crescente se, e somente se, b>1. Isto é,
log, x, >log, x, & x, <X,.

3. A funcdo f(x)=1log, x é decrescente se, e somente se, 0 <b <1. Isto

¢, log, x, >log, x, & x, <x,.
2.4 CARACTERIZAGAO DAS FUNCOES LOGARITMICAS

TEOREMA:

Seja f:IR" —IR uma fungdo monétona injetiva (isto ¢, crescente ou
decrescente) tal que f(xy) = f(x)—i—f(y) para todo x,y €IR". Entdo existe um
valor b>0 tal que f(x)=log, x paratodo x €IR".

A demonstracdo desse teorema vocés encontram em Lima (2006, p.194-195).

3. LOGARITMOS NATURAIS

Afungdologaritmonaturalédefinidapor f (x) = log, x = Inx paratodo x € IR"
sendo e =2,718281828459 a base dos logaritmos naturais.
Esses logaritmos sdo os mais importantes nas aplicagdes, principalmente

aquelas que envolvem o uso do Calculo Infinitesimal.

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

Determine o dominio da fungio f(x)=In(x* —3x).

SorucAo:
Para que o logaritmo seja real, devemos ter o logaritmando positivo, uma

vez que a base e é um numero positivo e diferente de 1. Portanto, x> —3x>0
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¢ uma inequagdo do segundo grau. Resolvendo-a, isto ¢, encontrando as raizes e

estudando o sinal, temos:

x<0
x> —3x>0=1{ou
x>3

Portanto, o dominio é D(f)={x €IR|x <0 ou x>3}.

Determine o dominio da fungao f(x)=1log,  (x+2).

SoLucAo:
Para que o logaritmo seja real, devemos ter logaritmando positivo e base
positiva e diferente de 1. X+2>0=>x>—-2
Portanto, f(x)=1log, (x+2)€IR< 3—x>0=x<3
3—xZzl=>x=2

Fazendo a intersegao, temos o dominio: D(f)= {x €EIR|—2<x<3ex= 2} .

2
2 i3

J—§ >
2 2 i3

< Qe >

Figura 5 - Dominio da fungao logaritmica f(x) = logyx(x +2)

4. EQUACOES LOGARITMICAS
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Sado equagdes em que a incoégnita aparece no logaritmando ou na base de um ou
mais logaritmos. Isso ocorre quando temos igualdade entre dois logaritmos ou entre
logaritmos e um ntmero real.

As equagdes logaritmicas podem ser classificadas em trés tipos:

12 TIPO:

Equagdes que apresentam igualdade entre dois logaritmos de mesma base b
(0<b=1).

A solugdo de uma equagdo desse tipo ¢ feita com base na defini¢do, ou seja,
log, f(x)=log, g(x) = f(x) = g(x) . Devemos levar em consideragdo as condigdes de
existéncia, isto ¢, o logaritmando devera ser positivo e a base também positiva e di-

ferente de 1.




EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva a equagdo log,(3x +2)=1log,(2x+5).

SoLucAo:

2 5
As condigdes de existéncia (C.E.) 3x +2> 0= x> Y e2x+5>0=>x> 3

2
Logo, a C.E. é x> —5.

2
log,(3x+2)=log,(2x+5)=3x+2=2x+5=x=3. Como x=3>——,
3
a solugdo ¢, portanto, S={3}.

2° Trpo:
O logaritmo ¢ igual a um ntmero real.
log, f(x)=k.
A solugio é baseada na defini¢ao e considera as condigdes de existéncia 0 <b =1

log, f(x) =k = f(x) =b"

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva a equagdo log,4x—3=1.
SoLucAo:
8
log,4x —3=1=4x—3=5 =4x=5+4+3=>x=—=2
4
s=12}

3° Trro: INCOGNITA AUXILIAR

Sdo equagdes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanga de variavel.

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva a equagao:

log,’x—2-log,x—3=0
SoLucAo:

A equagdo é equivalente a equagio: (log, x)’ —2(log,x)—3=0, logo,

fazendo uma substitui¢ao y = log, x, temos

AULA S
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y'—2y—3=0
A=(-2)—4.1.(-3)=4+12=16
244
y= y=—ley,=3
2
Portanto, substituindo os valores de y por log, x, temos:
1
1

* paray=-—1:log,x=—1=x=(4) :Z

* paray=3:log,x=3=>x=4"=64

1
S:{—,64}
4

5. INEQUACOES LOGARITMICAS

Sado desigualdades em que a incégnita aparece no logaritmando ou na base
de um ou mais logaritmos. Isso ocorre quando temos desigualdade entre dois
logaritmos ou entre logaritmos e um ntmero real.

As inequagdes logaritmicas também podem ser classificadas em trés tipos:

1° Trro:
Ainequacaoé umadesigualdade entre doislogaritmos de mesmabaseb (0 <b =1).
Isto é, log, f(x)>log, g(x).
Para resolvermos uma inequagdo logaritmica, devemos considerar o
crescimento dela b>1 ou o decrescimento (0 <b=1).

Portanto, devemos considerar dois casos:

1° Caso:

A base é maior que 1: b>1. Entdo a desigualdade existente para o logaritmo
¢ a mesma para os logaritmandos. Devemos lembrar que os logaritmandos deverao
ser positivos.

Se b>1, entdo log, f(x)>log, g(x) < f(x) > g(x)>0.

2° Caso:
A base ¢ positiva e menor que 1. Entdo a desigualdade existente para os
logaritmos ¢é invertida para os logaritmandos. Novamente devemos lembrar que os

logaritmandos deverdo ser positivos.

Se 0 <b <1, entdo log, f(x)> log, g(x) < 0 <f(x)<g(x).
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Portanto, podemos esquematizar os dois casos como:
f(x)>g(x)>0seb>1
log, f(x)>log, g(x) & ou
0<f(x)<g(x)se0<b<1

EXERcCICIO RESOLVIDO:

Resolva a inequagio log, (5x —2) <log, 4.

SorucAo:
Como a base b=3>1, entdo a desigualdade para os logaritmos é a mesma
para os logaritimandos. Isto ¢, log, (SX - 2) <log, 4 0<5x—2<4.
Adicionando 2 unidades a desigualdade, temos:

0+2<5x—2+2<4+2=2<5x<6. Dividindo a desigualdade por 5,

2 6
temos 5 <x< s Logo a solugdo é:

2 6
S={x€IR|-<x<—
5 5

2° Trpo:
A inequagdo é uma desigualdade entre um logaritmo e um numero real.
log, f(x) >k ou log, f(x) <k
Para resolvermos esse tipo de equagdo, basta ver que o nimero k pode ser
escrito na forma k =klog, b=1og, b* e as equagdes podem ser reescritas das
seguintes formas:
log, f(x) > k = log, f(x) > log, b"
ou
log, f(x) <k = log, f(x) < log, b"
Veja que estas inequagdes sao semelhantes as ja estudadas no primeiro tipo.
Podemos, entdo, esquematizar da seguinte maneira:
f(x)>b"seb>1

log, f(x) >k < ;
8 (%) 0<f(x)<a“se0<b<l

0<f(x)<a“sea>1
log, f(x) <k < ;

f(x)>ak se0<a<l

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

Resolva as inequagdes:

AULA S
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a. log,3x+5>3
b. log,3x +2<2

SoLucAo:
a)Como b=2>1, entdo log,3x+5>3<3x+5>2".

Resolvendo a desigualdade, temos:
3
3X>8—5:3X>3=>X>E$X>1
s={xecIR|x>1}

b) Como b=2>1, entio log,3x+2<2=0<3x+2<2".
Resolvendo a desigualdade, temos 0<3x-+2<4. Subtraindo -2 da

desigualdade, temos:
0—2<3x+2-2<4—-2=-2<3x<2

2 3x 2 2 2
Dividindo a desigualdade por 3, chegamos a 3 < £ < 3 = 3 <x< 3

2 2
Portanto a solugdo é: S= {X EIR|—=<x< —} :
3 3

3° TrPo: INCOGNITA AUXILIAR

Sdo inequagdes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanca de varidvel.

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva a inequagdo log,”x —3-log,x +2>0.

SoLucgAo:

A inequagio pode ser escrita como (log, x)* —3-log, x +2> 0 . Fazendo agora
uma mudanga de varidvel, isto é, y =log, x,ainequagdo acima fica: y2 —3y+2>0,
uma inequacgado do 2° grau, que resolvendo temos:

A=(-3)-412=9-8=1
BEES)

y 5 yi=ley=2

Estudando o sinal, temos:

sinal de a
+ 1 - 2 +
C— O

Figura 6 - Solugdo da inequagio Yy’ — 3y +2 >0



Portanto, a solugdo da inequagdo do 2° grau é: y<1 ou y>2.

Logo, comoy = log, x , temos:

* para y<l: log,x<1l&x<3
* para y>2: log,x<2&x<3"=x>9.

Portanto a solugdo é: S= {x €EIR|x<3oux> 9}

|

L\ __/
SAIBA MAIS

Para saber mais sobre o assunto consulte os sites:
http://www.somatematica.com.br/superior/logexp/logexp5.php
Estudado esse assunto, agora vocés serao capazes de resolver e discutir com seus colegas os exercicios

propostos, bem como, fazer aplicagdes dos seus conhecimentos em outras disciplinas e dreas afins.

ATIVIDADES DE APROFUNDAMENTO

107°-10°
1) O valor da expressao W @
a) 1000 b) 10 0,1 d) 0,01 e) 0,0001

2) Simplifique as expressoes:
\/2+\/§+\/2—\/§
VV2-B 248
2++3 . 2-\3
b
) o243 22—

3) Mostre que \3/9(%/5 —NH=1- %/5 + %/Z

—X X

4) Para que valores de k a equagdo ——— = k,com a>0 e a=1, admite raiz real?
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5) (CEFET-PR) Cientistas de certo pais, preocupados com a possibilidade cada vez mais

ameagadora de uma “guerra biolégica”, pesquisam uma determinada bactéria, que cresce

256
125

uma populagao de 3.125 bactérias, sera necessario um tempo, em horas, com valor absoluto no

41
segundo a expressao P(t) = [5] , onde t, representa o tempo em horas. Para obter-se

intervalo:

a) |0,2] b) |2,4] c) |4,6] d) 16,8] e) 8,10]

, ) N _ 3-9.2% ,
(UNIFOR-CE) O numero real x que é solugao da equagao 1 2.3 =3 é&

6
2 . 347)(

)
a) multiplo de 5
b) par

c) multiplo de 7
d) impar

e) irracional

7) Seja log, 8 = —%, a>0 . O valor da base é:

T 1 )2 d)10 e)16
3 76 b3

8) Qual das sentengas abaixo ¢ verdadeira para todos os nimeros reais, a e b?
a) loga® = 2loga
2\? 2

b) Iog(1 +a ) = 2|og(1 +a )
c) log(ab) =loga +logb

a
d) Iog[g] =loga—logb
¢) loga? = \floga
9) Sejam a, b, ¢ nimeros reais estritamente positivos e distintos entre si, se loga, logb e logc
sdo termos consecutivos de uma progressao aritmética, entdo:
a) a, b, ¢ ¢ uma progressao aritmética
b) a, b, ¢ ¢ uma progressao geométrica
cJat+c=
dja<b<c

egJjc<b<a

10) A igualdade 3" -6*"' =3 é verdadeira para x igual a:

a) log, 2 b) log, 2 c) log, 3 d) log, 6 e) log, 6
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11) Seja p um numero real maior que 1. Se log, (pz) =5+log, [l] , entdo log, (p+13) ¢ igual
3P

a:
a)6 b)7 08 d)9

12) Sejam x e y ntimeros reais positivos. A igualdade log (X 4= y) =logx+logy é verdadeira

se € somente se:

13) A funcdo f: A — B ¢é dada por f(x) = NI

a) Determine o dominio de £, isto ¢, A = {x € R tal que exista f(x)} .
b) Determine a imagem de £, isto ¢, B = f(A) .

c) A fungao ¢ injetora? Por qué?

d) Trace o grafico da fungao f .
2x+4

14 Seja a fungao f em reais definida por f(x) = , esboce no mesmo plano cartesiano os

graficos de f e f' e faca uma analise geométrica de cada um.

AULA S

‘ TOPICO 4 ‘ 111




Introducao a
AU I_ A 6 trigonometria e fungoes

circulares

Ola aluno(a),

Nesta aula, faremos uma introducéo ao estudo da trigonometria. Conheceremos
os elementos de um triangulo retangulo e as relacdes basicas da trigonometria
nesta figura geométrica.

Essas relagbes serdo de fundamental importancia no decorrer desta nossa
disciplina. Um professor de matematica, por sua vez, deve explorar bastante essas
relacdes e mostrar para os alunos a sua importancia e as suas aplicabilidades,
tanto na Matematica como em outras ciéncias.

Uma vez que conhecemos as relacdes trigonométricas e ja estudamos funcoes,
daremos inicio as funcdes trigonométricas. As funcdes circulares constituem o
objeto fundamental da trigonometria circular e sdo muito importantes devido a
sua periodicidade, pois elas podem representar muitos fendbmenos naturais
periddicos, tais como: o comportamento ondulatério do som, as variagbes de
temperatura terrestre, os niveis de aguas no oceano etc. Portanto, os alunos do
curso de licenciatura devem explorar bastante essa caracteristica das funcoes
circulares, bem como as suas aplicagdes na ciéncia, na tecnologia e na analise.

Objetivos

e Conhecer e utilizar de forma adequada as relagdes trigonométricas no
triangulo retangulo

e Conhecer, identificar, interpretar e analisar as funcdes circulares
trigonométricas e as suas propriedades inerentes
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A Nocoes basicas de
T PI 1 trigonometria

OBJETIVO

. Conhecer as razdes basicas da trigonometria

trigonometria ¢ um ramo da matemadtica que estuda as medidas

dos lados e os angulos de um tridngulo. Ela tem aplicagdes

importantes em varios ramos, tanto na matematica pura, quanto
na matemdtica aplicada e, consequentemente, em outras ciéncias naturais, tais
como a Fisica, a Astronomia, a Geografia etc. E tem aplicagdo ainda na édrea da
tecnologia.

Segundo Lima (2006), a trigonometria surgiu na antiguidade remota e tinha
como objetivo inicial o estudo dos tridngulos, isto ¢, o estudo dos seus trés lados
e dos seus trés angulos. Posteriormente, com a criagdo do cédlculo infinitesimal e
do seu prolongamento, que é a analise matemadtica, surgiu a necessidade de se
atribuirem as nogoes de senos e cossenos e as fungdes associadas a essas nogoes.

Nesta aula, estudaremos as nogdes bdsicas dessas fungdes no triangulo.

1. TRIANGULO RETANGULO

Sabemos que um triangulo é retingulo quando um de seus angulos internos é reto.

Exemplo:

SAIBA MAIS

Se vocé achou interessante essa parte da histéria
da trigonometria e quer saber um pouco mais,

que tal uma pesquisa no site:

http://ecalculo.if.usp.br/historia/historia_

trigonometria.htm

Figura 1 - Triangulo retangulo com dngulo reto em A
|
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Utilizaremos a seguinte notagao para os elementos de um tridngulo ABC:
. Lados do Tridngulo: AB, AC, BC
o Angulos Internos: BAC, ACB, ACB

a = medida de BC
J Medidas dos Lados: {b = medida de AC
¢ = medida de AB

A = medida de BAC
. Medida dos Angulos: B = medida de ABC

C = medida de ACB

2. TEOREMA DE PITAGORAS

No triangulo retangulo, é valido o teorema de Pitdgoras, que diz que o

quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos.
a’=b’+¢

O Teorema de Pitdgoras pode ser demonstrado de vérias maneiras, desde as
mais simples, nas quais se utilizam 4reas de figuras planas, até as mais complexas.
De acordo com Elisha Scott Loomis, ha nada mais, nada menos que 370 (isso mesmo:
370!) demonstragdes desse teorema, todas registradas em seu livro.

Os trechos a seguir, com a respectiva indicagdo do site de onde foram

retirados, ilustram algumas das demonstragdes

desse Teorema. Vamos a elas?

ATENGAD! S DEMONSTRACAO 1:

Uma demonstragdo ¢ atribuida ao general

No triangulo, o lado |§: , que é oposto ao angulo

americano James Abram Garfield (1831-1881),

reto, ¢ chamado de hipotenusa, e os lados BC e . . .
_ que foi o 20° presidente dos Estados Unidos,
AC, adjacentes ao angulo reto, sio chamados de )

no periodo de 4 de margo a 19 de setembro de
catetos.

1881, quando faleceu.
A —=. Garfield partiu de um trapézio retangulo,
dividido em trés tridngulos retangulos, e comprovou que se pode demonstrar o
teorema seguindo estes passos:
1°) Calcule, algebricamente, as areas dos trés tridngulos que compdem o

trapézio ABCD;
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2°) Escreva a expressao que da a drea do

trapézio ABCD; -

3°) Observe que a area do trapézio ¢ a _‘b
, . SAIBA MAIS
soma das dreas dos triangulos.

Pitagoras foi um matematico e filésofo grego, que

DEMONSTRACAO 2: nasceu no ano de 570 a. C. em Magna, na Grécia.

Outra maneira de demonstrar o Aos 18 anos de idade, ele ja dominava muitos
famoso teorema estd registrada no Papiro conhecimentos de matematica e filosofia da época.
Matemadtico Cairo, desenterrado em 1938 e Se vocé quiser continuar sabendo mais sobre a
investigado em 1962. O papiro, que data de biografia desse importante filésofo e matematico
300 a.C. aproximadamente, contém quarenta grego, consulte o site de onde tiramos essas

problemas de Matematica, nove dos quais lidam informagdes:

exclusivamente com o teorema de Pitagoras, e Rel L e R e

mostra que os egipcios dessa época nao s6 sabiam pitagoras.htm
que o tridngulo 3, 4, 5 é retangulo, MAas qULC
também acontecia o mesmo para os triangulos 5,
12, 13 e 20, 21, 29.
Vocé também pode demonstrar a validade do teorema de Pitdgoras para o
triangulo retangulo de catetos b e c e hipotenusa a. Ou de qualquer outro tridngulo.
Veja mais demonstragdes do Teorema de Pitagoras em:
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigonl/
mod114.htm
http://pessoal.sercomtel.com.br/matematica/trigonom/trigo05.htm
http://www.mat.ufg.br/docentes/jhcruz/ensino/Pitagoras.htm
Além de sites, vocé também pode encontrar a demonstragao do Teorema de

Pitagoras em Netto, 1995.

3. RAzOES TRIGONOMETRICAS

Seja B um angulo agudo, podemos marcar sobre um de seus lados os pontos

A, A,, A,, ... e conduzir por eles as perpendiculares AC, A,C,, A,C,, ...,

117 2727

conforme mostra a ilustragao a seguir.
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Figura 2 - Representagdo de sucessivos tridngulos retingulos semelhantes
Observe que todos os tridngulos BA C,, BA,C, e etc. sdo semelhantes entre
si. Diante dessa constatagdo, podemos afirmar que:

1 — Fixado o angulo B, o cateto oposto a B e a hipotenusa sdo diretamente

proporcionais.
AICI — AZCZ — A3C3 —
BC BC BC

1 2 3

2 —Fixado o angulo B, o cateto adjacente a B e a hipotenusa sao diretamente

proporcionais.
BA, BA, BA,
BC, BC BC

1 2 3

3 — Fixado o angulo B, os catetos opostos e adjacentes sdo diretamente

proporcionais.
Alcl _ A2C2 — A3C3 —
BA, BA, BA,

1 2 3

4 — Fixado o angulo B, os catetos adjacentes e opostos sdo diretamente

proporcionais.
BA, BA, BA,
BC BC BC

1
Portanto, considerando um angulo agudo B fixo em um triangulo retangulo,

temos:

~  Cateto Oposto b B Cateto Adjacente ¢

senB=————————=— ... cosB= -
Hipotenusa a Hipotenusa a
A Cateto Oposto b ~ Cateto Adjacente ¢
tanB = - =— ... cotB= ==
Cateto Adjacente ¢ Cateto Oposto b




Figura 3 - Tridngulos retangulos e suas razdes trigonométricas

EXERCICIO RESOLVIDO:

1) Dado o tridngulo CDE, reto em C, calcule:
a senD
b cosD
C tan]S
d cotD
e. senE
f cosE
g tanﬁ
h cotE

SorucAo:

Calculamos a hipotenusa. Utilizando o teorema de Pitdgoras, temos:

hipotenusa =a
a=2"4+4"=4+16=20

a=v20=45=25

Agora calculamos os demais valores. Portanto, fazendo as continhas os
calculos, temos:

~  Cateto Oposto 4 2 2.5 245
a. senD = = =

Hipotenusa 25 5 55 5

~  Cateto Adjacente 2 1 5
b. cosD = J = =—= \/_ =

Hipotenusa 25 5 s

~ Cateto Oposto 4
C. tanD = =—=2

Cateto Adjacente

(91

(91

AULA 6
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f cosﬁ:i:i:—
25 s
g tanﬁ:%:l
4 2
h cotﬁ=é=2
2

Conhecidos os elementos principais de umtridnguloeasrazdesaeleassociadas,

passaremos agora a estudar as relagdes existentes nessa figura geométrica.
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TOPICO 2

Funcoes circulares

OBJETIVOS

Conhecer o ciclo trigonométrico

Conhecer as fungdes circulares

Construir e interpretar graficos das fungdes periddicas

studaremos agora as fungdes circulares trigonométricas. Iniciaremos

com uma introdugdo sobre fungdes periddicas e posteriormente

estudaremos as fungoes circulares.

1. FUNCOES PERIODICAS

Dado um numero real x, sempre existem dois nimeros inteiros consecutivos

nen+l taisque n<x<n-+1.

Consideremos a fungdo f que associa a cada real x oreal x—n, em que n

€ 0 maior inteiro que nao supera X, ou seja, f(x)=x—n.

Logo, temos:
0<x<l=f(x)=x—-0=x

)
1<x<2=f(x)=x-1

2<x<2=>f(x)=x—2

—1<x<0=>f(x)=x—(—1)=x+1

—2<x<-1=f(x

(x)=x—(—2)=x+2
—3<x<2=>f(x)=x—(-3)=x+3
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Construindo o grafico, temos:

A
y

C S
N A A A,

T X O xet 1 xe2 2 xe3 3 xe4 X

Figura 4 - Representagio do grafico de uma fungo periodica
Observe no gréafico que f(x)=f(x+1)=f(x+2)=f(x+4)=..,Vx€IR.
Portanto, existem infinitos nimeros inteiros p tais quef(x)=f(x+p)Vx€IR.
Observe também que o menor nimero inteiro de p positivo que satisfaz

f(x)=f(x+p)Vx€E€IR é p=1, denominado periodo da fungao.

Defini¢do:
Uma fungdo f: A — B ¢ periddica se existir um niimero p >0 satisfazendo
a condi¢do f(x + p)=f(x),Vx €IR, onde o menor valor de p que satisfaz a

condicao ¢ chamado de periodo de f.

2. CICLO TRIGONOMETRICO

Seja uma circunferéncia X\ de centro 0 eraio r=1 no plano cartesiano x0y .
Veja que o comprimento da circunferéncia é 2T, pois r=1.

A A

B B

A
(=)
>
A
=
—
o
>

N

B’ B’

<&
<

<

<

Figura 5 - Circunferéncia de raio unitario com indicagao de um ponto P de arco x
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Consideremos agora uma aplicagao dos reais sobre a circunferéncia N, isto é,
uma associagdo que leva cada nimero real x a um tnico ponto p da circunferéncia
X do seguinte modo.

1°) Se x=0, entdo p coincide com A.

2°) Se x >0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento x,
no sentido anti-horario e marcamos p no final do percurso.

3°) Se x <0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento
| x| no sentido horario e marcamos p no final do percurso.

Observe que p ¢ aimagem de x no ciclo trigonométrico.

ExEmrLO:

A
B
\ X
X, + 2km
N X, 3
i A <9 ATENCAD!
Angulos e arcos congrus sdo aqueles que possuem
B’
v a mesma extremidade.

Figura 6 - Ciclo trigonométrico com indicagao da imagem do

numero X, e de seus arcos congruos

Veja que, se P ¢ a imagem do numero x,, entdo P também ¢é a imagem dos
nameros: X, + 2T, X, +47, etc. e também de x, —27, x, —4T,x, — 6T, etc. Ou

seja, P € a imagem dos elementos do conjunto {x €IR|[x=x, +2kw, k€ Z}.

3. FUNCAO SENO

DEeFINICAO

Dado um numero real x, seja P sua imagem no ciclo. Denominamos seno
de x e escrevemos senx a ordenada O_P1 do ponto p em relagdo ao sistema
x0y .

Denominamos fungdo seno a fungao f:IR — IR que associa a cada real x o

real OP, = senx , isto ¢, f(x)=senx.
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3
4

B’
v

Figura 7 - Ciclo trigonométrico com indicagio da imagem do ntimero X e o seno OP,
Onde a imagem da fungdo seno ¢ o intervalo [—1 , 1], ou seja, —1<senx <1,
para todo x real.

A fungdo seno ¢ periddica e seu periodo ¢ p=2n ou T=2~%.

DEMONSTRACAO:
Como senx = O_P1 , entdo sen(x+k-2m)= O_P1 para todo k€Z. Entao
senx =sen(x +k-2w) = O_P1 , portanto, a fungdo seno ¢ periédica e o seu periodo ¢

o menor valor positivo de k-2w, isto ¢, p=2T.

y
>

B
Pl P
X, + 2k
N XO
< 0 A >

B’

v
Figura 8 - Ciclo trigonométrico com indicagdo da imagem do nimero X,

e de seus congruos (X, + 2kw senx, = sen (Xo + Zk'rr) = 07P7 )

GRAFICO:

Figura 9 - Gréfico da fungao seno

Matematica Basica |




% 0 X il X = T Ll 27
6 4 3 2 2
1
y=senx | 3 72 % 1 0 1 0

AGORA E A SUA VEZ!

Construa o grafico das fungdes abaixo e
determine o seu periodo e a sua imagem. _
a) f(x)=—senx ATENCAO!
b) f(x)=|senx|
c) f(x)=2senx
d) f(x)=sen2x

Como o dominio da fungio seno € IR, a sendide
continua para a direita de —2 e para a esquerda

de 0 (zero). No grafico representamos apenas um

Se preferir, use o winplot ou graphmat periodo da fungio.

para esbogar os gréficos.

4. FUNCAO COSSENO

Definigdo:
Dado um ntmero real x, seja p sua imagem no ciclo. Denominamos
cosseno de x (cosx) aabscissa OP, do ponto p em relagdo ao sistema x0y .

Denominamos fungdo cosseno f:IR — IR que associa a cada real x o real

OP, =cosx, isto é, f(x)=cosx.

DEFINICAO

v

Figura 10 - Ciclo trigonométrico com indicacao da imagem do numero X e o cosseno OP,
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A imagem da fungdo cosseno ¢ o intervalo [—1 , 1] ,isto é, —1<cosx <1 para

todo x real.

A fungao cosseno ¢é periddica e seu periodo ¢ p=27.

GRAFICO:
AN
3
2
/. m /2 2m- 51 3n
P \/ X\
Figura 11 - Gréfico da fun¢do cosseno
iy 0y V4 3T
x 0 — — — = ™ — | 2n
6 4 3 2 2
3 V2 1
y — COSX O —_— —_— - O -1 0 1
2 2 2
ExEmPLO:

Determine o periodo e a imagem e construa o grafico das fungdes:

a) f(x)=—cosx

b) f(x)=cos2x

c) f(x)=1+cosx

As fungdes seno e cosseno sdo respectivamente impares e pares,
isto ¢, sen(—x)=-senx e cos(—x)=cosx. Outras relagdes que
estudaremos em unidades subsequentes, mas que podem ser vistas nos

graficos dessas fungdes sdo: sen(x+T)=-—senx, cos(x+T)=—cosx,
T T

sen(m—x)=senx, cos(™—x)=—cosx, sen|—+X|=cosx, sen|——X|=cosx,
2

Iy ™
cos [E + X] = —senx € cos [E — x] =senx .
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5. FUNCAO TANGENTE

DEFINICAO

, T . . . .

Dado um ndmero real x,x = —+km, seja P sua imagem no ciclo. Considere
- 2

areta OP e seja T sua intersec¢do com o eixo das tangentes. Denominamos

tangente de X a medida do segmento AT.

CA P, |A

B’

v

Figura 12 - Ciclo trigonométrico com indicacao da tangente do arco X AT

, ~ . T
Afungdotangenteéumafuncdo f : D — IR queassociaacadareal x, x = —+ kT,
2
oreal AT =tgx, isto ¢, f(x)=tgx.

A funcdo tangente ¢ periddica e seu periodo é T, isto ¢, tgx = tg(x + 7).

GRAFICO:

Fazendo um diagrama com x e f(x)=tgx, construimos o gréfico da fungao

tangentoide.
3
2
1
w2 /no 3n/2/2n 5m/2 /30 o
-1
Figura 13 - Gréfico da fungao tangente
X o | X | X | X | & |23 o>ow ELN
6 4 3 2 3 4 6 2
3 nao B3 nao
=t ) _ - Y
Y= 0 3 ! 3 existe V3 ! 3 existe 0
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Observe que o dominio da funcio é: D(f)Z{XGIR|X¢§—|—k’T(}, pois em

T . . -3 .
x =—+km aimagemestiem B ou B', eareta OP fica paralela ao eixo das tangentes.
2

ExErcicro:
Determine o dominio das funcgoes.

a) f(x) = tg3x
b) f(x)= tg[Zx —g]

6. FUNCAO COTANGENTE

DEFINICAO

Dado um numero real x,x = kT, seja P sua imagem no ciclo. Considere a
—
reta OP e seja D sua intersec¢do com o eixo das cotangentes. Denominamos

cotangente de x a medida algébrica do segmento BD.

B’

v

Figura 14 - Ciclo trigonométrico com indicacao da cotangente BD do arco x

A fungdo cotangente ¢ uma fun¢do f:D — IR que associa a cada real x, x = kT,
o real BD = cotgx , isto é, f(x)= cotgx .

Observe que:

a) a fungdo cotangente é uma fungao periddica e seu periodo é «;

b) o dominio ¢ D= {X IR ] X = k’rt} , pois se x=km, o ponto p coincide

como A ou A', eareta OP fica paralela ao eixo das cotangentes.
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GRAFICO:

Atribuindo valores a x, encontramos o seu correspondente y, e marcando

essas partes, construimos o grafico da fun¢ao cotangente

3
Z K \
1
IQ
>
"N" 311/\211 Srrh\m
U

Figura 15 - Gréfico da fungdo cotangente

0 iy iy iy 21 3T 51 3m
X 0 = — = — — — T — 27
6 4 3 2 3 4 6 2
nao \/§ 1 ﬁ 0 _ \/5 B \/§ nao 0 nao
y = CotgX | existe 3 3 - existe existe

7. FUNCAO SECANTE

DEFINICAO

. T . . .

Dado um numero real x,x=—+km e seja p sua imagem no ciclo.
2

Consideremos a reta s tangente ao ciclo em p e seja s sua intersecgao com

o eixo dos cossenos. Denominamos secante de x a abscissa OS do ponto S.

A

B’

v

Figura 16 - Ciclo trigonométrico com indicagio da secante OS do arco x

~ , ~ . T
A funcao secante ¢ a fungdo f:D — IR que associa a cadareal x=—+k~

oreal OS=secx, isto é, f(x)=secx.
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Veja que:

a) a funcdo secante € periodica e seu periodo € p =2m.
T
b) o dominio da fungao secante ¢ D = {x EIR|x= By + k’n} ;

¢) a imagem da fungao secante ¢ Im =1IR —] -1,1 [ .

GRAFICO:

Construindo uma tabela de pares ordenados (x,secx) e marcando esses
pontos, obtemos o grafico da fungdo secante.

£
3
w/2 . m. 3n/2 2n 5m/2 3m

-1
-3

Figura 17 - Gréfico da fungao secante

v

T ™ T 27 3T 5t
X 0 = — — — = ™
6 4 3 3 4 6
y=secx | q ? 2 2 ) 2 —% -1

8. FUNCAO COSSECANTE

DEFINICAO

Dado um ndmero real x,x = kT, cuja imagem no ciclo é p. Seja a reta S
tangente ao ciclo em p e seja C uma intersec¢ao com o eixo dos senos.

Denominamos cossecante de x a ordenada OC do ponto C.
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A4

B’
v

Figura 18 - Ciclo trigonométrico com indicagao da cossecante OC do arco x

A fungdo cossecante é uma fung¢do f:D—IR que associa a cada real
x,x = kw, oreal OC= cossecx, isto ¢, f(x)=cossecx.

Observe que:

a) o dominio da fungao cossecante ¢ D= {x €EIR|x = k'rt} ;

b) a imagem da funcdo cossecante é D=1R — ]—1, 1[;

c) a fungdo cossecante é periddica e seu periodo é P=2w.

GRAFICO:
Construimos uma tabela com os pares ordenados (x, cossec x) e, marcando

esses pontos, obtemos assim o grafico:

AN

e

n/2. | m.3n/2| 2n 5m/2 3m
rt

B m

-3

Figura 19 - Gréfico da fungdo cossecante

v

o2
e
w
N2
w
N
o
N

243 243
y = cOossecx 2 V2 i 1 i V2 2 -1
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Exercicio:

1) Determine o dominio e o periodo das seguintes fungdes:
a) £(x) = cotg(x—3)
b) f
c) f(x)=cossec(x +%)

(x)=sec2x

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1) (Vunesp — SP) Uma maquina produz diariamente x dezenas de certo tipo
de pegas. Sabe-se que o custo de produgdo C(x) e o valor de venda V(x) sio
dados, aproximadamente, em milhares de reais, respectivamente, pelas fungdes
C(x)=2—cos(2x) e V(x)=3+2sen(3Z), 0<t<6. Determine o lucro, em reais,

obtido para produzir 3 dezenas de pegas.

SorucAo:
O custo para produzir 3 dezenas de pegas é calculado usando a fungao custo
dada pela equagio de C(x)=2—cos (%) Logo, fazendo as operagdes, temos

milhares de reais. Analogamente, calculamos o valor da venda de 3 dezenas de pegas.

Efetuando os calculos, encontramos V(3) = 34/2sen (i—;‘) = 3/2sen (ﬁ) =32 ﬁ =3
2

milhares de reais. Como o lucro L(x) é dado por L(x)=V(x)—C(x),

entdoolucrode 3 dezenasde pecasé dadopor L(3) = V(3) — C(3) = 3000 — 2000 = 1000

reais.

2) (UnB — DF ) Supondo que, em determinada regido, a temperatura média
semanal T (em °C) e a quantidade de energia solar média semanal Q que atinge a
regido (em kcal/cm?) possam ser expressas em fungido do tempo t, em semanas,

por meio das fungdes T(t)=10 —|—12$6n2ﬂ(%)

r e Q(t) =400+ 200sen2m(52) | determine:

\—A
SAIBA MAIS a) A maior temperatura média semanal.

b) Em que semana, a quantidade de

Para melhorar o conhecimento e se aprofundar no
’ ) ) ) ) energia solar média semanal é minima.
assunto, ¢ preciso pesquisar em livros, revistas e na

. . ) ¢) Quando a quantidade de energia solar
internet. Sugestao: consulte o site

L . . média é maxima, a temperatura média semanal
https://midia.atp.usp.br/impressos/lic/modulo01 ! p

fund matematica PLC0001/FundMat I top08.pdf também ¢ maxima.
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SorucAo:

t—15
52

valor do sen2w(52)=1. Logo T, =10+12-1=22°C.

52

Como —1§sen2’rr< )Sl, entdo a temperatura serd maxima quando o

t—11

Como —1<sen2w (5—2) <1, entdo a energia solar ¢ minima quando o valor do

t—15

3
L) = —1. Isto ocorre quando 2m(52)= 7—{— 2nT, onde n é um numero

sen2m (7

inteiro. Logo o menor valor de t ocorre quando n = 0 . Fazendo as operagdes, temos
que a quantidade de energia é maxima no tempo t =50, isto ¢, na 50* semana.

A quantidade de energia ¢ maxima quando sen2w (t;—z“) =1.Isso ocorre para

um tempo t =24 . Analogamente a temperatura ¢ maxima quando sen2m ( t;is) =1,
isto é, para t=28. Portanto, quando a quantidade de energia é madxima a
temperatura nao é maxima.

Uma vez, compreendido o assunto vocés podem discutir com seus colegas a

respeito do mesmo e resolver os exercicios propostos.

AULA 6
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AU L A 7 RelacOes e Transformacoes
Trigonométricas

Ola aluno(a),

Nas aulas anteriores estudamos as relacoes e as funcdes circulares trigonométricas.
Agora estudaremos as relacdes e as transformacdes trigonométricas, que sao de
grande importancia para o decorrer do curso de trigonometria. E importante que
0s alunos do curso de licenciatura explorem bastante esse assunto, pois sera
imprescindivel para as disciplinas subsequentes, principalmente as de calculo
diferencial e integral.

Objetivo

e Conhecer, obter e fazer uso adequado das principais relacbes e
transformacdes trigonométricas
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TOPICO 1 592255, cac

OBJETIVOS

notaveis

este topico, estudaremos as relagdes bdsicas para os tridngulos
retangulos. Estudaremos também as relagdes para os angulos

notaveis.

1. CONCEITOS PRELIMINARES

Dado o tridngulo ABC, reto em A e com um angulo agudo B=«, temos:

b c
senu = — = b =aseno € cosQA=—=-Cc=acosq
a a

Figura 1 - Tridangulos retangulos e as relagdes do seno e co-seno
De acordo com o teorema de Pitdgoras, temos b’ +c*=a’, ou seja,
(asenoc)Z + (acos oc)z =a’ = a’sen’a+a’cos’ a =a’. Dividindo a equagio por a*,
temos:

sen’c + cos’ o =1

AULA7

. Conhecer as relagdes basicas da trigonometria

. Utilizar as razdes trigonométricas para angulos
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Essa relagdo é conhecida como relagao fundamental da trigonometria. Ela diz

que, para todo angulo a, os numeros sena e cosa sdo as coordenadas do ponto da

circunferéncia unitdaria, ou ciclo unitario. Portanto, C= {(X,y) eR*; xX* + y2 = 1} .

A

B

B’

v

Figura 2 - Ciclo trigonométrico de raio unitdrio

Consideremos um dngulo o formado pelo eixo horizontal e o raio medido no

sentido anti-horario. Entdo, temos as relagdes:

Matematica Basica |

c b c
seno = —, cosQL = —, tanov = —, cotov = —
a a c

sen cosQx
€ .
cosQ sen

Consideremos agora as razoes

b
senc. 4, ba b . , seno
=< =—.—=—=tanaq, isto é, tana = .
coso € ac ¢ cosQu
a
c
cose 4 ca c . , CosQx
== =—.—=—=cotq, isto ¢, cotax = .
senac b a b senq
a
c
cosa 4 Cca c . , cosQu
===—-—=—=cotq, isto ¢, cotax = .
sena¢ b ab b senq
a
o . 1
E facil verificar que cota = .
tan o




2. RELACOES DE SENO, COSSENO, TANGENTE E COTANGENTE DE
ANGULOS COMPLEMENTARES

Considere o triangulo retangulo ABC, reto em A e com angulos agudos

B=aeC=0.

Figura 3 - Tridngulo retangulo com angulos agudos o e 0

Temos A+B+C=180"=90° +a+0=180° = a+0=90", ou seja, os

angulos o e 0 sdo complementares. Portanto, temos:

c
senf) = —
2 = senf = cosa
c
cosoL=—
a
b
senq = —
a
= seno = cosf
b
cosh=—
a
c
tanGZB
4 = tan0 = cot ou tanf =
c tana
cotay = —
b
b
tano = —
€ = tana = cotd ou tana =
tan©
cot=—
c

AULA7

‘ TOPICO 1 ‘ 135




3. RAZOES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTAVEIS 30°, 45° E 60°

Consideremos um triangulo retangulo isésceles com catetos de medidas iguais a 1.
C

Figura 4 - Triangulo retangulo isésceles com angulos agudos de 45°

Como b=c=1, temos B=C=45". Utilizando o teorema de Pitdgoras,

encontramos a = \/5 . Portanto:

senB = send5’ —
cosB = cos45" =

tanB = tan 45° =
cotB = cot45” =

Consideremos um triangulo equildtero ABC delado 1= 2. Entao A=B=C=60"

Seja CD a mediana relativa ao lado AB.

-~ o

Figura 5 - Triangulo equilatero de lado de medida e angulos agudos de 60°

Da geometria plana sabemos que, no tridangulo equilatero, CD ¢ mediana,

altura e bissetriz. Portanto, no ADBC, temos 13:90°, 6=30°. Valendo-nos do

— 1 2
teorema de Pitagoras, chegamos a b, = V3, uma vez que DB=—=—=1.

2 2
Entdo, temos:

senC = sen30° =

cosC = cos30° =

NS 0=
w
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Angulo
Razao
30° 45° 60°
1 V2 | B
Seno — —_— —_
2 2 2
B2
Cosseno —_— —_ —
2 2 2
Tangente ﬁ 1 V3
3
Cotangente J3 1 £
3

EXERCICIO RESOLVIDO

Considerando o tridngulo ABC retangulo em A, qual ¢ a relagdo entre x e y?

SorucAo:

Como o AABC é reto em A, entio A =90 , C=30"e¢ B=60".

AULA7
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3 3

._h . .
Temos tan30' =—=h=y-tan30 =y~ , ou seja, hZTY (1)

y 3
._h .
e tan60’ = —=h=x-tan60" = x-+/3 = h=+/3x (I1)

X
Das equagdes (I) e (IT), decorrem:

5 G

2

y
=2x ou —=2
y X

_-b
SAIBA MAIS

Quer se aprofundar e melhorar seus
conhecimentos? Entdo consulte o site:

https://www.infoescola.com/matematica/

trigonometria-do-triangulo-retangulo/

138 ‘ Matematica Basica |



https://www.infoescola.com/matematica/trigonometria-do-triangulo-retangulo/
https://www.infoescola.com/matematica/trigonometria-do-triangulo-retangulo/

~ Transformacoes
trigonomeétricas

OBJETIVOS

. Obter as principais transformagoes trigonométricas

. Conhecer e utilizar férmulas para arcos metades, arcos
duplos

*  Conhecer e utilizar féormulas de multiplicagio e de di-

visdo de arcos

este topico estudaremos as principais transformagoes
trigonométricas, bem como a sua aplicagdo, que serdo muito
uteis nas disciplinas de calculos.

Como as demonstragdes sdo muito extensas e elaboradas, é importante que
o professor procure trabalhar essas transformagdes na forma de exercicios. Nessa
aula, demonstraremos algumas dessas relagdes para que o aluno de licenciatura
comece a se adaptar com as demonstracgdes e busque sempre a melhor maneira de
realiza-las.

Nessa unidade deduziremos algumas férmulas para encontrar fungdes
trigonométricas dos arcos do tipo a+b conhecidas as fungdes circulares de a e
de b, bem como outras relagdes importantes no estudo da trigonometria.

Quando conhecemos o cosseno de um arco a € o cosseno de um arco b,
podemos encontrar o cosseno da soma desses dois arcos a+b e também o cosseno
da diferenga desses dois arcosa—b . Para isso, usaremos as transformagdes que

deduziremos a seguir.

1. FORMULAS DE ADICAO E SUBTRACAO DE ARCOS

1.1 CosseNO DA SomMA
Sejam P, Q e R os pontos do ciclo associado aos nimeros a, a+b

e —b respectivamente. Sejam as coordenadas dos pontos P(cosa, sena),

Q(cos (a+Db),sen(a+ b)) e R(cos b, — senb) .
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Figura 6 - Ilustra os pontos P, Q e R no ciclo trigonométrico
A A - R
Os arcos AQ e RP tém a mesma medida, portanto as cordas AQ e PR tém

medidas iguais. Entdo da geometria analitica, temos:

dio =(xq %) +(y0 ~ya) =[cos(a+b)~1f +[sen(a+b) - 0f

d), =cos’(a+b)—2cos(a+b)+1+sen’(a+b)=2—2cos(a+b)
Analogamente
&, =(x, —x, ) + (v: —¥x )2 =[cosa—cosb]" +[sena + senb]’
d2, =cos’a—2cosa-cosb+cos’ b+ sen’a+ 2sena-senb + sen’b
d;, =2—2cosa-cosb + 2sena-senb
Como d,, =d,, d,, =d,,, entdo:
2—2cos(a+b)=2—2cosa-cosb+ 2sena-senb, ou seja,

cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb

1.2 CosseNO DA DIFERENCA

Sabendo que a—b=a+(—b) e utilizando o cosseno da soma de dois arcos

demonstrada no item anterior, temos que:
cos(a—b)= cos[a + (—b)] = cosa-cos(—b) —sena-sen(—b)
Como o cos(—b)=rcosb e o sen(—b) = —senb, entdo vem
cos(a—b)=cosa-cosb—sena-[—senb|

cos(a—b)=cosa-cosb + sena-senb
1.3 SENO DA Soma
T T 0
Sabemos que sen [— — x] =COSX € COs [— - x] =senx e utilizando, agora a
2 2

relagdes do cosseno da diferenca, demonstraremos a relagdo para o seno da soma

de dois arcos.
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sen(a+b)=cos g—(a—i—b) = cos

-

sen(a+b)= cos[%—a]-cosb +sen[§—a]-senb

sen(a+b)=sena-cosb + senb- cosa

1.4 SENO DA DIFERENCA
Uma vez que ja conhecemos o seno da soma de dois arcos e sabemos que
a—b=a —l—(—b). Demonstraremos agora o seno da diferenca de dois arcos
utilizando as relagdes ja conhecidas.
sen(a —b) =sen|a -+ (—b)| = senacos(—b) + sen(—b)cosa

sen(a—b) =sena-cosb —senb- cosa

1.5 TANGENTE DA SOMA

senx N
Como tgx = , entao:

cos X
sen(a+b) sena-cosb-+senb-cosa

tg(a+b)=

cos(a+b) ~ cosa-cosb + sena-senb

Dividindo o numerador e o denominador por cosa-cosb :

sena-cosb +senb-cosa  sena-cosb = senb-cosa

tg(a+b)= cosa-cosb __cosa-cosb cosa-cosb
cosa-cosb —sena-senb cosa-cosb sena-senb
cosa-cosb cosa-cosb cosa-cosb

tga + tgb

tg(a+b)=

iy 0
. Estaformula s6 é validase a==—+kn,b=—+kmn
1—tga-tgb 2 2

e (a—{—b)ig—kk’n.

1.6 TANGENTE DA DIFERENCA
Como a—b=a+(—b), e fazendo uso das relagdes e transformagdes ja
estudadas anteriormente, demonstraremos agora a férmula para a tangente da

diferenca de dois arcos.

tg(a—b) = tg[a+(~b)| = tga+tg(—b) tga + (—tgb)
& & 1—tga-tg(—b) 1—tga-(—tgb)
tg(a—b)= tga —tgb

1+tga-tgb

Esta formula so6 é valida se a ¢£—|—kfn, b IE—Fk’K e (a—b) ¢E+kfn .
2 2 2

AULA7
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1.7 COTANGENTE DA SoMA

tga-cotgb—1
Sl Lkl , validase a=kw,b=kw e (a+b)=km.

cotg(a+b)=
8l ) cotga + cotgb

1.8 COTANGENTE DA DIFERENCA

cotga-cotgb+1

cotg(a—b)= , validase a=kw,b=kw e (a—b)=km.

cotga —cotgb

A demonstragdo dessas duas formulas e andloga a demonstragdo das féormulas

da tangente da soma e da diferenca de dois arcos e é deixada como exercicio.

EXERCICIO RESOLVIDO:

Calcule os valores de:

a. cos15°

b senl05°

c. tg75°

d sec285°
SorucAo:

a) Sabemos que15°=45°—30°, logo:
c0s15% = cos(45° —30°) = cos45°- cos 30° + sen45° - sen30° =

fff+f

4 4
b) Como 105° =60°+45°, entao:

ol%
o

N|N
N |~

cos15°

(

senl05° = sen(60° 4 45°) = sen60°- cos 45° + sen45° - cos60° =

fferf

0s105° =
4 4

N|g
ol

N |~

¢) Como 75°=45°+30°, entdo:

B3 +3

0 o 14— ==
tg45° + tg30
tg75°:tg(45°+30°):1 g tg —= 3 33+
— tg45°-tg30 1—1-£ 3-3 3-3
3 3

Racionalizando, temos:

(3“'\/5)'(3“‘\/5)79+3\/§+3\/§+3712+6\/§72+\/§
(3-3)-3+3) 9+33-33-3 6

d) Como 285°=360°—75°, entio:

tg75° =
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1 1

sec285°:sec(360°—75°):sec75°: - = S S
cos75 cos (45 4+ 30 )

sec285° = S 01 - -
cos45 - cos30” —send5 -sen30
Jgse 1 1 4 Jo+vz 4(Ve+v2)
sec =
2B 21 Jo-2 o2 Jot2 6-2
2 2 2 2 4
+
sec285° ¥ J6 ++2

2. FORMULAS DE ARCOS DUPLOS

Deduziremos, agora, formulas para as fungdes seno, cosseno e tangentes de
arcos duplos (2a).
Podemos escrever o arco duplo 2a como sendo a-+a, logo, utilizando as
relagdes ja estudadas, temos que:
I) cos2a =cos(a+a)=cosa-cosa—sena-sena
cos 2a = cos’ a —sen’a
Essa equagio pode ainda ser escrita nas férmulas cos2a=2cos’a—1 ou
cos2a=1—2sen’a que serdo muito utilizadas para resolver integrais envolvendo
poténcias de seno e cossenos, nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral.

I. sen 2a = sen(a + a) =sena-cosa- sena-cosa = 2sena-cosa

tgattga  2tga

II. tgza:tg(a+a):l—tga-tga —

3. FORMULAS DE ARCOS TRIPLOS

Para arcos triplos 3a, temos:
cos 3a =4 cos’a — 3cosa

sen 3a = 3sena — 4sen’a

3tga — to’a

tg 3a = >ga—rea Zg
1—-3tg-a

As demonstragdes dessas formulas é deixada como exercicios.

4. FORMULAS DE ARCO METADE

Encontraremos, agora, férmulas do seno, cosseno e tangente para arcos

copn X
metade, isto é para arcos do tipo — .
2

. . 2 2
Vimos anteriormente que cos2a =2cos’a—1 ou cos2a=1—2sen’a.

AULA7
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Se fizermos uma substituicdo

X
X = 2a=a=—, temos:
2

VUCE SABIA? ) , X l4cosx

COSX = 2C0S ——1:>cos —=
2

X X 1+ cosx
Se conhecermos a tangente do arco metade | tg 5 ou cos 5 == > :

entao podemos obter as seguintes féormulas:

2

Das equagdes cos2a=1—2sen’a e

Ztgi Ztgi <
tgx ’ senx = — 2 X=232>a23 temos:
X
1—tg’ = T4te2 2
’ : o , X l—cosx
cosx =1—2sen’ E=>sen E_T
1—tg? X
g X 1—cosx
e — A ou sen— =4, [——— .
H—tgzi 2 2
2

Logo:
b’
sen—
X 2 X 1—cosx
tg—= < O tg—= {—
2 cosE 2 I+cosx

EXERCICIO RESOLVIDO:

~ . ™
Calcule as fungoes circulares de —.

SorucAo:
T
oI 4 ™ . .
Sabemos que —=— e que — € um arco no primeiro quadrante, onde seno,
8 2 8

cosseno e tangente sdo positivos. Logo, efetuando as operagdes, temos:

T 2442
1+cos4\/l+ 5 :\/2—1—\/5_\/2—}—\/5

2 4 2

COS— =

2

N _\/2—«/5_\/2—
==

2
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T

tgﬂ_seng_ [2_\/5

8 cos™ V2442
8

R R N AR e R AR Cl G e
—\/24_\/5 \/2+\/5 2+\/§ 2+\/§ (2+\/5)'(2—\/§>

tg— = 222 2<ﬁ_1)=ﬁ—1
8  4—2 2

—t+
o)}
o |2

5. TRANSFORMACAO EM PRODUTO

Na Algebra Elementar, usamos muito os recursos para transformar um
polinémio em produtos de binomios. Esse processo é chamado de fatoragao. Na
trigonometria, muitas vezes aplicamos esse recurso para realizar determinadas
transformagdes do tipo sen’x —cos’ x = (senx —cosx)-(senx + cosx). Essas
transformagdes muitas vezes sdo fundamentais para resolvermos equagdes e
inequagdes. Além disso, sao de grande importancia para resolvermos integrais que
envolvem poténcias de fungdes trigonométricas. Esse assunto sera estudado nas
disciplinas de calculo diferencial e integral.

Para transformamos adigdo e subtracdo de fungdes trigonométricas em

produtos, usaremos as relagdes ja determinada anteriormente:

cos(a+b)=cosa-cosb—sena-senb (1)
cos(a—b)=cosa-cosb+ sena-senb (2)
sen(a+b)=sena-cosb + senb-cosa (3)
sen(a—b)=sena-cosb —senb-cosa (4)

Se realizarmos as operagoes de adigdo e subtragdo com as equagdes acima, temos:
(1)+(2): cos(a+b)+cos(a—b)=2cosa-cosb

(1)=(2): cos(a+b)—cos(a—b) = —2sena-senb

(3)+(4): sen(a+b)+sen(a—b)=2sena-cosb

(3)—(4): sen(a+b)—sen(a—b)=2senb-cosa

AULA7
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Fazendo, nas equagdes acima, as seguintes substituigdes

{a+b=P p+a _,_P—4

, chegamosa a = = , € obtemos assim as formulas
a—b=gq 2 2

de transformacao de adi¢ao e subtragao em produto:

p—q]
2

cosp+cosq=2cos[pl_q]-cos[

cosp —cosq = —2sen [%] -sen [%J

senp + senq = Zsen[p+q]-cos[p_q}
2 2
senP—senqZZSen[p;q]-cos[qu]

Para obtermos as relagdes envolvendo a tangente, temos:

. . +
tgp + tgq = senp | senq _ senp-cosq +senq-cosp _ sen(p +q)

cosp cosq cosp-cosq cosp-cosq

senp senq _ senp-cosq—senq-cosp _ sen(p—q)

tgp—1gq =

cosp cosq cosp-cosq cosp-cosq

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1) Transforme em produto y = sen5x + sen3x

SoLucAo:

Das transformacgdes estudadas acima, temos

P—9q
2

senp +senq = Zsen[p _;— q] : cos[ ) . Logo, tornando p=5x e q=3x, temos

5x +3x 5x —3x
y = sen5x + sen3x = 2sen 5 - COs 5 = 2sen4x-CcosXx .

2] Prove que cos40°-cos80°-cos160°= ——

SoLucgAo:
P—9
2

Sabemos que cosp +cosq = 2cos [ P —; q ] . cos[ ] . Logo, utilizando essa

relagdo e realizando algumas operagdes, temos:
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2-c0s40”-cos80”
-C

cos40”-cos80"-cos160"= 5 0s160”
c0s40”-cos80°-cos160°= (COSIZOO:COS4OO) -cos160°
€0s 40°-cos 80°-cos 160° = (—c0s60°+cos40°)- cos160°
2
€08 40°-cOs80°-cos160° — (5)- cos160°+ 2 - cos 40°-cos160°
c0s40°-c0s80°-cos160°= _C05160°+0052200°+c051200
—(—cos20°) +4(_C05 20°) + cos120°

c0s40°-cos80°-cos160°=
4

—(—c0820°) + (—c0s20°) + cos120°

c0s40°-cos80°-cos160°=

4
c0s20°—c0s20°+cos120°
c0s40°-cos80°-cos160°=
4
c0s120° —cos60° —3 1
c0s40°-cos80°-cos160°= = =—=——
4 4 4 8
Estudadas essas transformagdes, agora |
I, "
vocés podem obter novas transformacgodes a SAIBA MAIS
partir delas e solucionar problemas que envolva
as mesmas, seja na matemadtica elementar, no Para saber um pouco mais sobre esse assunto,
calculo diferencial ou em outras ciéncias. consulte os sites que indicamos a seguir. Eles

apresentam outras relagoes relevantes, além de

outros exercicios resolvidos e propostos.

https://brasilescola.uol.com.br/matematica/
formulas-transformacao-soma-produto.htm
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Equacoes, inequacoes
AU L A 8 trigonomeétricas e funcoes

circulares inversas

Ola aluno(a),

Uma vez que ja conhecemos as relacbes e as transformacdes basicas da
trigonometria, daremos inicio agora as técnicas de resolucao de equacdes e
inequacoes trigonométricas. Elas sdo muito utilizadas no estudo de problemas que
envolvem as fungdes circulares trigonométricas, principalmente quando buscamos
encontrar as fungdes inversas. E importante, que o aluno de licenciatura esteja
atento a essas técnicas, pois elas serdo muito Uteis no estudo da trigonometria.

Uma vez conhecidas as fungdes trigonométricas circulares e fungdes inversas,
estudaremos também as funcdes circulares inversas.

Objetivos

e Conhecer e fazer uso adequado das técnicas de resolucao de equacdes e
inequacoes trigonomeétricas
e Conhecer e obter as fungoes circulares inversas
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A Equacdes
TUPICU 1 trigonomeétricas

OBJETIVO

*  Resolver equagdes trigonométricas

este topico estudaremos as técnicas de resolugdo de equagdes tri-
gonométricas.
Uma equagdo do tipo f(x)=g(x) é uma equagio
trigonométrica se f e g forem fungdes trigonométricas na variavel x.
A solugdo de uma equagio desse tipo ¢ um ntimero real r tal que f(r)=g(r)
seja verdadeiro. Vale ressaltar que r pertence ao dominio das fungdes f e g.
A maioria das equagdes trigonométricas é reduzida a uma das seguintes

sena = send
equagdes {cosa = cosB, conhecidas como equagdes trigonométricas fundamentais.

tgo = tgl

ExXEMPLO:

1) Ache o valor do cos[arcsen(%‘)] .

SorucAo:
Como a imagem da fungdo inversa do seno esta no intervalo [’T“,ﬂ, entdo

arcsen(5t) == . Logo cos[arcsen (’7‘)] = cos(5E) =cos(Z)= 5

1. SOLUCAO DE UMA EQUACAO TRIGONOMETRICA

Para solucionar uma equagdo trigonométrica qualquer, precisamos

primeiramente saber resolver as equagdes trigonométricas fundamentais.
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1.1 EQuacAo po TIPO sena = senf

Se sena =senf = 0P, , entdo tragamos uma reta r perpendicular ao eixo dos
senos no ciclo e determinamos as imagens de o e 0 nos pontos de interse¢do P e
P’ da reta com o ciclo. Logo, temos:

1°) o e O tém a mesma imagem, isto é, sdo angulos congruos (o =0+ 2k), ou

2°) a e 0 tém imagens simétricas em relagdo ao eixo dos senos, isto ¢, sdo

angulos suplementares o =7 — 04 2k™.

A

P P

A
v

w

Figura 1 - Representacio do seno dos angulos o e 0

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva as seguintes equagdes, para x €IR :

a. senx = seny
b. senx = —+
SoLucAo:

x =% +2km
a) Temos senx = sen§ = 10U
x=7—%+2krt=Im+2kn
Portanto, a solugdo é S= {x €IR/x=%+2kn ou x =%’T¥+2k1‘(}.

b) Como senx = —1%, entdo senx = —3 =sen’*.

x =1 4 2kT
ou

x=7—2 4+ 2kn=—242kT
Logo, a solugdo é S={X€IR/x=77“+2k’n ou x=—%+2k’n}.

1.2 EQUACAO DO TIPO €OS = COSO
Se coso = cosf = OP,, entdo tracamos uma reta r perpendicular ao eixo dos
cossenos no ciclo e determinamos as imagens de & e 6 nos pontos de intersegdo da

reta com o ciclo nos pontos P e P’. Logo, temos:
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1°) a e O tém a mesma imagem, isto é, sdo angulos céngruos (o = 0+ 2kT), ou
2°) a e O tém imagens simétricas em relagdo ao eixo dos cossenos, isto ¢, sdo

angulos replementares o= —04- 2k .

Nesse caso podemos resumir a solugdo da seguinte maneira o = 30 + 2kn

Figura 2 - Representagido do cosseno dos angulos o e

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva, em IR, a inequagdo cosx = %

SorucAo:

Nesse caso, temos:

x =5+ 2k
COSX =3 = cosT=jou
x=—5+2km

Logo, a solugdo é:

S:{XGIR/x::I:E—I—Zk'N}

1.3 Equagio po Tipo tga = tgd

Se tga=tgh = AT, entdo as imagens de o e O estdo sobre a mesma reta r
determinada por 0 e T, isto ¢, estdo nos pontos de intersegao P e P’ da reta com o ciclo.

Nesse caso, temos:

1°) @ e 0§ tém a mesma imagem, isto é, sdo angulos céngruos (o =0 + 2kT), ou

2°) o e 0 tém imagens simétricas em relagdo ao centro do ciclo trigonométrico,
isto é, sdo angulos explementares o =T+ 04 2k .

Nesse caso podemos resumir a solugdo da seguinte maneira o =06+ k.

AULA 8
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A
o
v

P’

v
Figura 3 - Representagio do tangente dos angulos o e 6

EXERCICIO RESOLVIDO:

Resolva a equagdo tg2x =1.

SoLucAo:
N iy T  km
Sabemos que tg2x =1=tg+ .Entdo 2x = — + k7 = x = — +—— . Bscrevemos,
4 8 2

assim, a solugao:

T  km
S={x€R|x=—+—}

8 2

Para resolvermos outros tipos de equagdo, buscamos sempre representa-la

como uma equagao na forma estudada anteriormente. No entanto, na maioria das
vezes, faz-se necessdrio o uso das transformagdes trigonométricas, estudadas nos

capitulos anteriores.

EXERCICIO RESOLVIDO:

1
senx

Resolver a equagao senx -+ =2 para real.

SoLucAo:

1
senx

senx +——=2 ¢ equivalente a sen’x +1=2senx => sen’x —2senx +1=0,

que ¢ uma equagdo do 2° grau na varidvel senx . Portanto temos:

2++4—4
2

senx = =1. Veja que senx =1=sen7 ¢é uma equac¢ao fundamental e

. T
sua solugdo é S={x €IR|x =—+2km}.
2
Uma vez que ja sabemos resolver esses trés tipos de equagdes, agora € s6 utilizar

de forma conveniente na resolugao de outras equagdes, bem como auxilio na resolugao

de inequagdes trigonométricas.
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TG PI CU 2 Inequacoes
trigonomeétricas

OBJETIVO

. Resolver inequagdes trigonométricas

este topico estudaremos as técnicas de resolugdo de inequagdes

trigonométricas, que sdo semelhantes a resolucdo de equagdes.

Porém, A solugdo de uma equagdo sdo todos os valores que

atendem o conjunto verdade, isto é, sdo pontos fixos localizados no ciclo

trigonométrico, ja a solugao de uma inequagao sao todos os intervalos que atendem
o conjunto verdade, ou seja, sdo arcos do ciclo trigonométrico.

Assim como as equagdes, as inequagdes trigonométricas podem ser

reduzidas a desigualdades do tipo senx >m, cosx>m, tgx>m, senx<m,

cosx <m e tgx <m, conhecidas como inequagdes fundamentais trigonométricas.

ExemrLO:

Determine o dominio da fungdo f(x)=./2—senx .

SorucAo:

Como § —senx > 0=>senx <4 ¢ a condigdo para que tenhamos uma fungao

2
real de varidvel real, o dominio da fungao ¢ dado por:
() x €IR|2kn <x < I+ 2kwou 2 +2knw < x <ZF 4 2km
D =
ou && +2kn <x <2w+2km7

Mostraremos como resolver inequagdes trigonométricas do tipo senx >m .

As demais inequagoes sdo semelhantes e sdo sugeridos como exercicio.

AULA 8
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2.1 INEQUACOES DO TIPO senx > m
Nesse caso, marcamos sobre o eixo dos senos o ponto P, e tragamos por P, uma
reta perpendicular ao eixo dos senos. As imagens dos reais x que satisfazem a condigao

senx >m estao na intersegao do ciclo com o semiplano situado acima da reta.

A

A
v

v

Figura 4 - Solucio de uma inequagao do tipo senx > m

EXERCICIOS RESOLVIDOS:

1
1) Resolva a inequagdo senx > E nos reais.

SorucAo:
De acordo com o que vimos anteriormente, queremos encontrar os valores do

seno maior do que A (meio). Como senx = 4
T 5T
ocorre para X = E + 2k ou x =—+4 2k,
< 1 5
entdo senx >—= T +2kw <x <2 +2kT.
2

Portanto a solugdo é: S= {X EIR|F+2kT<x <Z+ Zk’ﬁ} .

. N 2
2) Resolva a inequagao cosx >—.
2
SoLucAo:
. : o 2 .
Representamos no ciclo trigonométrico o valor de — no eixo dos cossenos.
Em seguida marcamos as imagens de x que satisfagam a desigualdade cosx > 5

que esta na interse¢do do ciclo com o semiplano situado a direita da reta que

. . . 2
intercepta o ciclo com imagem > (ver figura 2).

2k <x <f+2kmw
Portanto, cosx > % = {ou , € a solugado é:

42k < x <2m+2kT




S={x€IR[2kn<x<Z+2km ou ZE+2km<x<2m+2kn}.

N

< L 14
2

]

w

Figura 5 - Solucdo da inequagdo COSX > 7

Compreendido o processo de resolugdo dessas inequagdes trigonométricas,

agora vocés serao capazes de resolver qualquer tipo de inequagdes trigonométricas.

-
SAIBA MAIS

Para melhorar o seu desempenho, ¢ necessario pesquisar mais sobre o assunto. No site abaixo, vocé

encontra a resolucgao de exercicios.

http://www.scribd.com/doc/3419167/Matematica-Apostila-Algebra-Trigonometria
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A Funcoes circulares
inversas

OBJETIVOS
. Conhecer as fungdes circulares inversa
. Construir e interpretar graficos das fungdes trigo-

nométricas inversas

s fung¢des trigonométricas nao sao bijetoras em seu dominio, ou seja,
ndo sdo injetoras e sobrejetoras, portanto ndo possuem inversas.
Porém, se restringirmos o intervalo de estudo a subintervalos do
seu dominio, elas passam a serem bijetoras e, portanto, passam a ter inversas. Nesta

unidade estudaremos as fungoes circulares inversas no dominio restrito.

1. FUNGCAO ARCO-SENO

DEFINICAO:

—Tn T

’

A funcao arco-seno ¢ a fungao que associa a cada x € [—l, 1] um y € 5

tal que y é um arco cujo seno € x.

N |2

—T
Denotaremos por y =arcsenx <> seny =X ¢ — <y <
2

GRAFICO:

y=arcsen(x) | 1

T2 4

<o—o—0o—0o—
-4 -3 21 273 4%
¢ -1/2

i
Bl
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EXERcicIO:

1) Determine x tal que a= arcsen% .

SoLucgAo:

_—,

Pordefinicdo, o pertenceaointervalo

1 1
e o = arcsen— .Entao senov = —,
2 2

. 0
ou seja, a=—.
6

2. FUNCAO ARCO-COSSENO

Definigdo:
A fungao arco-cosseno ¢ a fun¢io que associa a cada x € [— 1, l] um y € [O, T(]

tal que y € um arco cujo cosseno é X.

Denotaremos por y =arccosx <> cosy=x e 0<y <.

GRAFICO:

ngi

I S L R A aE B

N
4

'
Bl

ExERcicro:

1
1) Determine tal que o= arccos— .
2

SoLucgAo:

1 1 T
Como u:arccoszécosazz e 0<a<T entio u:;.
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3. FUNCAO ARCO-TANGENTE

Definigdo:
—T T

22

A fungdo arco-tangente ¢ a fungdo que associa a cada X €IR um Y €

tal que y € um arco cuja tangente é X.

—T s
Denotaremos por y =arctgx < tgy =x ¢ — <y <—.
2 2

GRAFICO:
y=arctan(x) 1Y

i

/29

H A

o-1/2

-
v

Observe que o grafico da fungdo inversa da tangente tangencia as retas

T T . ., s

y=—— e y=—, isto é, é assintético a essas retas.
2 2

ExErcicro:

1) Determine tal que o = arctg\/g .

SorucAo:

—T T T
Como a:arctg\/5=>tgcx:\/§ e T<u<5'10g0 (x:;.

4. FUNCAO ARCO-COTANGENTE

Definigdo:
A fungio arco-cotangente é a fungdo que associaa cada x €IR um Y € ]0, T‘[

tal que Y ¢é um arco cuja co-tangente é X .

Denotaremos por y =arccotgx << cotgy=x ¢ 0 <y <m.
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GRAFICO:

y = arccot(x) A

SHsal

Tt 123 4K

¢ -1/2

®-T
\4

Veja que o grafico da fungdo inversa da cotangente tangencia as retas y =0

e y =T, isto é, é assintotico a essas retas.

ExERrcicro:

1) Determine 6 tal que 0 =arc cotgé.

SoLucAo:
T
Como Gzarccotgg, entdo cotg@zé e 0<O<m.Logo H=—.
3
5. FUNCAO ARCO-SECANTE
Definigdo:
A fungdo arco-secante ¢ a fungdo que associa a cada erR—]—l, 1[ um

y€ [O,%) U [11,%11) tal que y € um arco cuja secante é x .

0<y<3m se x>1I
Denotaremos por y = arcsecx < secy =X e :
T<y<2m se x<-—-1

GRAFICO:

Ay

y=arcsec(x)
oo ¢ o ¢ o o o)
432 -] 11203 /4%

-m/2

-Tt
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~ ‘ ExErcicio:
VOCE SABIA? &
- 1) Determine 0 tal que 6 =arcsec2.
As fungdes inversas também sao denotadas
por y =sen 'x, y =cos 'X,y=tg"'x, SoLucAo:
y=cotg X, y=sec'x e y=cossec'x. Como O=arcsec2, entio sec0=2 e
Muito cuidado para nao confundir com as 0<0< T , pois 2>1. Logo 0= T .
2 3
inversas aritméticas dessas fungoes.
|
6. FUNCAO ARCO-COSSECANTE
Definigdo:
A fungao arco-cossecante ¢ a fun¢do que associa a cada x €IR — ]— 1, 1[ um
NS (‘7‘: —%"T] U (0, %“] tal que ¥ € um arco cuja secante € x .
Denotaremos por:
—m<y<—37 se x<-1
y = arccossecX <> coSsecy =X e
0<y<im se x>1I
|
—
SAIBA MAIS )
Grafico:
Pesquise mais sobre o assunto, consultando o site: Ay
y=arcesc(x). | 4
https://www.youtube.com/watch?v=Kk-
BPycvaZLA ¥ k
4 32 -
o—e—90o—90o 000 o)
\ P23 4%
-1t/2
| -
EXERCiCIO RESOLVIDO:
1) Determine 0 tal que 6 =arccossec®>.
SorucAo:
23 ~ 23 T . 2 3
Como O =arccossec®>, entdo cossecf=24> e 0<O<—, pois - >1.
2
T
Logo 0=—.
3
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https://www.youtube.com/watch?v=k-BPycvaZLA
https://www.youtube.com/watch?v=k-BPycvaZLA

Entendido o comportamento das fungdes circulares inversas, agora seremos
capazes de analisar as mesmas, bem como resolver problemas que as envolva, seja

na matemadtica elementar ou nas disciplinas cdlculo diferencial e integral.
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